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1 等离子体物理概述

1.1 等离子体的概念

1.1.1 等离子体的基本概念

等离子体是由自由电荷组成的，宏观上呈现准中性，且具有集体效应的多粒子系统。

1. 自由：等离子体的基本粒子是电子、离子等带电粒子以及中性粒子（原子、分子、微粒等），而非其结合

体，即非束缚态。

2. 准中性：等离子体中的正负离子数目基本相等，系统在宏观上呈现中性，但在小尺度上呈现出电磁性质。

3. 集体效应：当体系内某处出现扰动时，理论上所有粒子行为都会受到影响，使得整个等离子体对外加扰

动作出响应。集体效应反映了等离子体与中性气体的区别，是等离子体作为物质第四态的依据。

1.1.2 如何研究等离子体

1. 单粒子轨道理论：只讨论单个带电粒子在外加电磁场中的运动，而忽略粒子间的相互作用。

m
dv
dt = q(E + v ×B) (1.1)

2. 磁流体动力学理论：由流体力学方程与 Maxwell 方程组描述。

• Maxwell 方程组

∇ ·E =
ρq
ε0

(1.2)

∇ ·B = 0 (1.3)

∇×E = −∂B

∂t
(1.4)

∇×B = µ0J (1.5)

• 连续性方程
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 (1.6)

• 运动方程

ρ
du
dt = ∇ · P + ρqE + J ×B (1.7)

• 能量方程

ρ
d
dt

(
ε+

u2

2

)
= ∇ · (P · u) +E · J −∇ · q (1.8)

• 欧姆定律

J = σ(E + u×B) (1.9)

• 状态方程

p = p(ρ, T ) (1.10)

3. 等离子体动理学理论：采用粒子分布函数来描述，粒子分布函数可由 Boltzmann 方程求出

∂f

∂t
+ v · ∇f +

q

m
(E + v ×B) · ∂f

∂v
=

fn − f

τ
(1.11)

4. 计算物理：以一个粒子为考察对象，以统计平均的方法，考虑粒子与外界的相互作用。
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1.2 描述等离子体的基本参量

1.2.1 独立参量

• 粒子数密度 n：等离子体的粒子数密度 n 满足等离子体的准中性条件

ne = ni (1.12)

• 温度 T：等离子体温度 T 只有在等离子体达到热力学平衡时才有意义。粒子的平衡动能

Ek =
1

2
mv2 =

3

2
kBT (1.13)

• 电子温度 Te 和离子温度 Ti：粒子间通过碰撞交换能量，最后达到平衡。由于电子和离子的质量相差悬

殊，同种粒子之间达到平衡比异种粒子之间达到平衡快得多，这时有电子温度 Te 和离子温度 Ti，它们

通常是不相等的。当等离子体整体达到平衡状态时，才有统一的等离子体温度 T。

• 垂直温度 T⊥ 和平行温度 T//：等离子体在磁场中呈现各向异性。

E⊥k =
1

2
mv2⊥ = kT⊥ (1.14)

E//k =
1

2
mv2// =

1

2
kT// (1.15)

1.2.2 特征参量

• 粒子平均间距 d

d = n−1/3 (1.16)

• 朗道长度 λL：等离子体中两个粒子能接近的最小距离。

λL =
ZαZβe

2

4πε0kBT
(1.17)

• 经典条件：能用经典理论描述等离子体需要满足的条件，即粒子的德布罗意波长 λ 远小于粒子的平均间

距 d：

λ ∼ h√
mkT

≪ d ⇒ n1/3T−1/2 ≪ 1 (1.18)

• 稀薄条件：能将等离子体当作理想气体处理的条件，即等离子体热运动的特征动能远大于粒子间的平均

库仑相互作用势能：
ZαZβe

2

4πε0d
≪ kBT ⇒ nλ3

L ≪ 1 (1.19)

1.3 Debye 屏蔽效应

每个带电粒子附近都存在电场，该电场被周围粒子形成的电荷云完全“屏蔽”时，在一定空间区域外呈现电

中性。这种屏蔽称为 Debye 屏蔽，屏蔽粒子场所占的空间尺度称为 Debye 长度 λD。

• Debye 屏蔽是等离子体的本征行为；

• Debye 屏蔽是等离子体的集体行为的表现；

• Debye 屏蔽是等离子体对于扰动的空间响应。
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1.3.1 Debye 长度

考虑一个带电粒子周围的静电势 φ(r)，满足 Poisson 方程

∇2φ(r) = −ρ(r)

ε0
(1.20)

假设电子和离子均服从 Boltzmann 分布，粒子数密度为

ne = ne0 exp
(

eφ

kBTe

)
ni = ni0 exp

(
− eφ

kBTi

)
(1.21)

其中 ne0 和 ni0 分别是 φ = 0 处电子和离子的数密度，在此等离子体是电中性的，即 ne0 = ni0 = n0。在距该

带电粒子足够远的位置 eφ ≪ kBTe,i，将电子数密度与离子数密度按级数展开，保留一次项，得到

ne = n0

(
1 +

eφ

kBTe

)
ni = n0

(
1− eφ

kBTi

)
(1.22)

电荷密度

ρ = e (ni − ne) = −n0e
2φ

kBTe

− n0e
2φ

kBTi

(1.23)

代入 Poisson 方程

∇2φ(r) = −ρ(r)

ε0
=

(
n0e

2

ε0kBTe

+
n0e

2

ε0kBTi

)
φ(r) =

φ(r)

λ2
D

(1.24)

得到 Debye 长度

λD =

(
n0e

2

ε0kBTe

+
n0e

2

ε0kBTi

)− 1
2

(1.25)

接下来考虑电子或离子的 Debye 长度。假设离子不动，构成均匀的正电背景，可以求出电子的 Debye 长度

为

λDe =

√
ε0kBTe

n0e2
= 69

(
Te[K]

ne[m−3]

) 1
2

[m] = 7430

(
Te[eV]

ne[m−3]

) 1
2

[m] (1.26)

同样，假设电子构成密度均匀的负电背景，得到离子的 Debye 长度

λDi =

√
ε0kBTi

n0e2
(1.27)

Debye 长度的物理意义是：

• Debye 长度是静电作用的屏蔽半径。

• Debye 长度是等离子体中电荷局部偏离电中性的空间尺度，在球内各点 ne(r) ̸= ni(r)。

• Debye 长度是等离子体中电中性条件成立的最小空间：L ≫ λD。

1.3.2 Debye 势

设 φ(r) = u(r)/r，上述方程变为
d2u(r)

dr2 − u(r)

λ2
D

= 0 (1.28)

通解为

u(r) = A exp
(
− r

λD

)
+B exp

(
r

λD

)
(1.29)
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故

φ(r) =
A

r
exp

(
− r

λD

)
+

B

r
exp

(
r

λD

)
(1.30)

引入边界条件，当 r → ∞ 时，φ → 0；当 r → 0 时，φ → q/4πε0r，则

φ(r) =
q

4πε0r
exp

(
− r

λD

)
(1.31)

此势称为 Yukawa 势，在 r = λD 的球面上，Debye 势数值是对应的库仑势的 1/e，在此球面外，势场〸分

微弱，可以视为不存在。由上述分析可知，一个带电粒子会将一些异号电荷吸引到其附近，形成屏蔽云，反过

来对自身的势起屏蔽作用，这就是所谓的 Debye 屏蔽现象。Debye 球内粒子之间的相互作用是库仑相互作用，

Debye 球外粒子之间的相互作用是屏蔽势作用。

1.4 等离子体鞘层及电位

1.4.1 鞘层的形成

将固体放入等离子体中，会发现固体与等离子体接触处会有一个明显偏离电中性的暗区，这一薄层称为

等离子体鞘层。假设电子与离子的平均能量相等

1

2
mev

2
e =

1

2
miv

2
i ⇒ ve

vi
=

√
mi

me

≫ 1 (1.32)

这样流向固体器壁的电子流大大超过离子流，从而使固体壁负电荷过剩，这样就得到一个负电位，这个负电位

反过来又会阻碍电子流的扩散，使离子流加速，最终会使电子和离子的扩散速度相同，这时电子流和离子流达

到平衡，使固体壁上负电位数值不再改变，在固体壁到电中性的等离子体之间，形成一个电位逐渐过渡到零的

“边界电位过渡层”，这就是鞘层。故悬浮在等离子体中的物体 φ < 0。

1.4.2 鞘层厚度

设鞘层中电子和离子在位场 φ(y) 作用下按 Boltzmann 分布

ne(y) = n0 exp
(

eφ

kBTe

)
= n0

(
1 +

eφ

kBTe

)
(1.33)

ni(y) = n0 exp
(
− eφ

kBTe

)
= n0

(
1− eφ

kBTe

)
(1.34)

代入 Poisson 方程解出

rs =

(
n0e

2

ε0kBTe

+
n0e

2

ε0kBTi

)− 1
2

(1.35)

1.4.3 鞘层电位

φ(y) = φ0e
−y/rs (1.36)

其中 φ0 是与等离子体接触的固体表面势。

• 对于悬浮于等离子体中的固体

φ0 = −kBTe

e
ln
(
miTe

meTi

) 1
2

(1.37)

• 对于接有电源的电极，φ0 可正可负。无论 φ0 是正是负，均有鞘层存在。
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1.5 等离子体的集体振荡

等离子体在热平衡时是准电中性的。若等离子体内部受到某种扰动使其中一些区域内电荷密度不为零，就

会产生强的静电恢复力，使得等离子体内的电荷分布发生振荡，即等离子体振荡。

1.5.1 等离子体电子振荡频率

考虑厚度为 L 的片状等离子体，粒子数密度为 n，假设其中的电子相对于离子运动了很小的距离 x，于是

meẍ = −eEx = −nee
2

ε0
x (1.38)

即

ẍ+
nee

2

ε0me

x = 0 (1.39)

故等离子体电子振荡频率

ωpe =

√
nee2

ε0me

[rad/s] ≈ 9000
√

ne[cm−3] [rad/s] (1.40)

fpe =
ωpe

2π
Hz (1.41)

类似地，假设离子在电子均匀分布的背景上振荡，得到离子振荡频率

ωpi =

√
niZ2

i e
2

ε0mi

(1.42)

在一般情况下，若同时考虑电子和离子在电场作用下的运动，则可以求得振荡频率

ωp =
√

ω2
pe + ω2

pi ≈ ωpe (1.43)

1.5.2 振荡频率的物理意义

我们把电子以平均特征速度走过 Debye 长度所需的时间定义为响应时间

tD =
λD

vth
=

1

ωpe

(1.44)

因此，振荡频率的倒数，即为等离子体对扰动的响应时间，即如果等离子体中某处发生扰动，则等离子体将在

ω−1
pe 的时间尺度内作出响应。

1.6 等离子体判据

1. λD ≫ n−1/3

即等离子体的 Debye 长度远大于粒子间的平均距离。Debye 屏蔽效应是大量粒子的统计效应，统计条件

要求德拜球内有大量的粒子，为此必须满足此条件。

2. λD ≪ L

即 Debye 长度远小于等离子体特征长度。由于在 Debye 球内不能保证此电中性，若不满足这个条件，就

不可能把等离子体看作电中性的物质聚集态。

3. ωp > νc

νc 是碰撞频率，是热运动阻碍恢复电中性的因素，当 ωp > νc 时，电子来不及通过碰撞耗散振荡能量，

则振荡能维持，保证了等离子体维持电中性。
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1.7 习题及参考答案

1. 我们的宇宙主要是以什么形式存在？

宇宙中 99.99% 的可见物质以等离子体形式存在。

2. 什么是等离子体？如何理解自由、准中性和集体效应？

等离子体是由自由电荷组成的，宏观上呈现准中性，且具有集体效应的多粒子系统。

(a) 自由：等离子体的基本粒子是电子、离子等带电粒子以及中性粒子（原子、分子、微粒等），而

非其结合体，即非束缚态。

(b) 准中性：等离子体中的正负离子数目基本相等，系统在宏观上呈现中性，但在小尺度上呈现出

电磁性质。

(c) 集体效应：当体系内某处出现扰动时，理论上所有粒子行为都会受到影响，使得整个等离子体

对外加扰动作出响应。集体效应反映了等离子体与中性气体的区别，是等离子体作为物质第四

态的依据。

3. 试就高温、低温、高密度、低密度等离子体各举一例。

磁约束受控热核聚变等离子体是高温等离子体，电弧等离子体是低温等离子体，太阳内部等离子体

是高密度等离子体，电离层等离子体是低密度等离子体。

4. 由于德拜屏蔽，带电粒子的库公势被限制在德拜长度内，这是否意味着粒子与德拜球外粒子无相互作用？

为什么？

有，但是表现为集体相互作用，实际上屏蔽本身可以视为相互作用的传递过程，粒子对德拜球外的

粒子的相互作用，通过周围屏蔽粒子的传递而作用。

5. 作为物质第四种存在形式，对等离子体体系的时空尺度有何要求？

空间尺度必须远大于德拜长度，时间尺度必须远大于等离子体特征响应时间。

6. 为什么我们周围自然存在的等离子体很少见？

气体处于热力学平衡时，电离度 α 有沙哈方程决定

α ≈ ni

nn

= 2.4× 1021
T 3/2

nn

e−Ui/kBT (1.45)

在常温条件下 (300K)，粒子相互碰撞不剧烈，气体的电离度很低 (以 N2 为例，α = 10−122)，而电

离度需要在 10−4 以上才会表现出集体行为。在常温下气体不具备等离子体的性质，因此自然存在

的等离子体很少见。

7. 电离气体一定是等离子体吗？反过来呢？

不一定，电离气体需要有足够的电离度 (α > 10−4) 才拥有等离子体性质 (集体行为)；反过来也不

一定，电离气体只是等离子体的一种存在形式。

8. 等离子体判据是什么？
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等离子体判据：

L ≫ λD g = (nλ3
D)

−1 ≪ 1 τ ≫ tD

其中 L 为系统在空间上的特征尺度，τ 为带电粒子与电中性粒子的平均碰撞时间，只要其中一个条

件不满足，该系统就不是等离子体，只是一些带电粒子的简单集合。

9. 为什么等离子体技术在现代工业和前沿科技领域有非常广泛的应用？

等离子体中含有大量易受外加电场和磁场操控的自由电荷。

10. 什么是 Debye 屏蔽？写出 Debye 长度表达式，说明其物理意义。

每个带电粒子附近都存在电场，该电场被周围粒子形成的电荷云完全“屏蔽”时，在一定空间区域外

呈现电中性。这种屏蔽称为 Debye 屏蔽，屏蔽粒子场所占的空间尺度称为 Debye 长度 λD

λD =

(
n0e

2

ε0kBTe

+
n0e

2

ε0kBTi

)− 1
2

– Debye 长度是静电作用的屏蔽半径。

– Debye 长度是等离子体中电荷局部偏离电中性的空间尺度，在球内各点 ne(r) ̸= ni(r)。

– Debye 长度是等离子体中电中性条件成立的最小空间：L ≫ λD。

11. Debye 屏蔽效应一定要有异性离子存在吗？

不一定，完全由电子构成的非中性等离子体也具有 Debye 屏蔽效应。

12. 什么是等离子体振荡？写出电子振荡频率表达式，并说明其物理意义。

等离子体在热平衡时是准电中性的。若等离子体内部受到某种扰动使其中一些区域内电荷密度不为

零，就会产生强的静电恢复力，使得等离子体内的电荷分布发生振荡，即等离子体振荡。电子振荡

频率为

ωpe =

√
nee2

ε0me

– 等离子体振荡频率反映等离子体对内部扰动作出反应的速度；

– 等离子体振荡频率的倒数为等离子体对外加扰动的特征响应时间

tD =
λD

vth
=

1

ωpe

13. 试计算下列参数条件下等离子体的 Debye 长度 λD 和等离子体振荡频率 ωp

λD ≈
√

ε0kBTe

ne2
= 69

(
Te[K]

n[m−3]

) 1
2

[m] = 7430

(
Te[eV]

n[m−3]

) 1
2

[m]

ωp ≈
√

ne2

ε0me

[rad/s] ≈ 9000
√

n[cm−3] [rad/s]

(1) 磁流体发电机：Te = 2500K，n = 1020m−3

(2) 低压辉光放电：kBTe = 2eV，n = 1010cm−3

(3) 地球的电离层：kBTe = 0.1eV，n = 106cm−3

14. 用电子德拜长度表示等离子体的德拜长度的前提是什么？

所考虑问题的时间尺度小于离子的响应时间，离子不能响应。
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2 单粒子轨道运动

单粒子轨道法是将等离子体看成是由大量独立的带电粒子组成的集体，只讨论单个粒子在外加电磁场中

的运动，而忽略粒子间的相互作用，因此单粒子轨道法适用于稀薄等离子体。利用单粒子轨道运动来描述等离

子体行为的前提是假设电场和磁场是预先确定的，不受带电粒子运动的影响。

2.1 带电粒子在均匀恒定电磁场中的运动

2.1.1 在均匀磁场中的运动——拉莫尔回旋

假设粒子在均匀磁场 B = Bêz 中运动，电场 E = 0，粒子运动方程

m
dv
dt = qv ×B (2.1)

分量为
dvx
dt = ωcvy

dvy
dt = −ωcvx

dvz
dt = 0 (2.2)

选定初始条件，解得

vx = v⊥ cosωct vy = −v⊥ sinωct vz = v// (2.3)

再次积分得到粒子轨道

x− x0 = rL sinωct y − y0 = rL cosωct z − z0 = v//t (2.4)

其中回旋频率

ωc =
|q|B
m

(2.5)

拉莫尔半径 (Larmor radius)
rL =

v⊥
ωc

=
mv⊥
|q|B

(2.6)

其大小与粒子质量成正比，因此离子的轨道半径远大于电子。(x0, y0) 称为回旋中心或导向中心。

综上所述，带电粒子在均匀恒定磁场中，沿磁场方向做匀速直线运动，垂直磁场方向做匀速圆周运动，因

此粒子的运动轨迹是一绕磁感线的螺旋线。

2.1.2 在均匀电磁场中的电漂移运动

假设粒子在 E = Eêx，B = Bêz 的均匀电磁场中运动，运动方程

m
dv
dt = q (E + v ×B) (2.7)

分量为
dvx
dt = ωcvy +

ωcEx

B

dvy
dt = −ωcvx (2.8)

求导得
d2vx
dt2 = ωc

dvy
dt = −ω2

cvx
d2vy
dt2 = −ωc

dvx
dt = −ω2

c

(
vy +

Ex

B

)
(2.9)

解出

vx = v⊥ cosωct vy = −v⊥ sinωct−
Ex

B
(2.10)

再次积分得到粒子轨道

x− x0 = rL sinωct y − y0 = rL cosωct−
Ex

B
t (2.11)
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粒子运动轨迹不封闭导致漂移。

将速度分解为 v = vc + vE，其中回旋速度 vc 满足

m
dvc

dt = qvc ×B (2.12)

漂移速度 vE 满足
q

m
(E + vE ×B) = 0 (2.13)

将上式叉乘 B 并利用矢量恒等式 A× (B ×C) = (A ·C)B − (A ·B)C 可得

E ×B −B2vE +B(vE ·B) = 0 (2.14)

漂移速度与磁场垂直，vE ·B = 0，于是

vE =
E ×B

B2
(2.15)

我们可以得到漂移速度的一些性质：

1. vE = E⊥/B 为常数，与粒子性质 (q,m, v 等) 无关。

2. 电子和离子的漂移速度 (大小和方向) 是一样的，因此不会在等离子体中产生电荷分离和电流。

3. vE 与电场和磁场均垂直。

2.1.3 在任意常数力场和重力场中的漂移运动

假设粒子处在均匀磁场中并在一恒定的力 F 作用下运动，则回旋中心的漂移速度满足

F + qvF ×B = 0 (2.16)

于是

vF =
1

q

F ×B

B2
(2.17)

对于重力场 F = mg，则重力漂移速度为

vg =
m

q

g ×B

B2
(2.18)

由此可见，重力漂移速度与电荷符号有关——电子和离子的漂移方向相反，因此会产生漂移电流

J =
∑
α=i,e

nαqαvgα = n(mi +me)
g ×B

B2
=

ρg ×B

B2
(2.19)

其中 n 为等离子体数密度，ρ 为流体元的质量密度。

2.2 带电粒子在非均匀恒定电磁场中的运动

2.2.1 回旋中心漂移近似

将带电粒子在电磁场中的运动分解为回旋运动和回旋中心漂移运动的叠加，即 v = vc + vD。在非均匀性

较弱时，即满足

• 表述一

1. 回旋运动的回旋半径远小于磁场的非均匀性标长 rc ≪ L；
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2. 在一个回旋周期内回旋中心的漂移距离远小于回旋半径 vD/ωc ≪ rc

• 表述二：磁场的时空弱不均匀性条件

1. 空间条件 (粒子回旋运动轨道内，磁场的相对变化值为小量)

|(rc ·∇)B|rc=0 ≪ |B|rc=0 (2.20)

2. 时间条件 (粒子回旋运动周期内，磁场的相对变化值为小量)∣∣∣∣ 1ωc

∂B

∂t

∣∣∣∣
rc=0

≪ |B|rc=0 (2.21)

可将回旋运动看作快运动，将漂移运动看作慢运动。

• 处理快的回旋运动时，通常假定在局域磁场中运动，即把局域磁场看成常数，忽略回旋中心的漂移。

• 处理慢的漂移运动时，则对快运动进行平均，即在一个回旋周期内对运动进行平均。由于场的不均匀性

导致回旋轨道不闭合，造成回旋中心的漂移。(注意：必须在场的弱不均匀性条件下，即缓变条件。)

2.2.2 带电粒子的梯度漂移

假设没有电场，且磁场的方向是均匀的，但磁场的大小不均匀，且磁感应强度的梯度与磁场方向垂直

∇B ⊥ B，即磁感线是直的。

B

∇B

对于非均匀磁场，我们可以将磁感应强度在回旋中心处展开

B = B0 + (rc ·∇)B0 + · · · (2.22)

忽略高阶项，在 Lorentz 力作用下的运动方程为

m
dv
dt = qv ×B0 + qv × (rc ·∇)B0 (2.23)

其中 v = vc + v∇B。将缓变场看作微扰，回旋速度 vc 满足未扰动轨道运动方程

m
dvc

dt = qvc ×B0 (2.24)

于是

m
dv∇B

dt = qv∇B ×B0 + qvc × (rc ·∇)B0 + qv∇B × (rc ·∇)B0 (2.25)

由于漂移速度是小量，上式可简化为

qv∇B ×B0 + qvc × (rc ·∇)B0 = 0 (2.26)

得到

v∇B =
vc × (rc ·∇)B0 ×B0

B2
(2.27)
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类比一般漂移公式，可知非均匀磁场所产生的等效力为

F = qvc × (rc ·∇)B0 = q
(
− q

m
B0 × rc

)
× (rc ·∇)B0 =

q2

m
(rc ·∇)B0 × (B0 × rc) (2.28)

漂移运动是对运动方程 (2.23) 在一个周期内做平均，利用 A× (B ×C) = (A ·C)B − (A ·B)C，得到

⟨F ⟩ = q⟨vc × (rc ·∇)B0⟩ =
q2

m
⟨[rc · (rc ·∇)B0]B0 − [B0 · (rc ·∇)B0]rc⟩ (2.29)

故

⟨F//⟩ =
q2

m
⟨[rc · (rc ·∇)B0]B0⟩ (2.30)

⟨F⊥⟩ = −q2

m
⟨[B0 · (rc ·∇)B0]rc⟩ (2.31)

取局域直角坐标系，有

rc = rc (sin θx̂+ cos θŷ) B0 = Bxx̂+Byŷ +Bz ẑ (2.32)

代入原方程，整理得

⟨F//⟩ = −µ(∇B)// ⟨F⊥⟩ = −µ(∇B)⊥ (2.33)

其中磁矩

µ =
mv2⊥
2B

(2.34)

梯度漂移速度

v∇B =
1

q

⟨F ⟩ ×B

B2
=

µ

q

B ×∇B

B2
=

mv2⊥
2qB

B ×∇B

B2
=

1

2
v⊥rc

B ×∇B

B2
(2.35)

2.2.3 带电粒子的曲率漂移

假设磁感应强度大小为常数 B，但磁场方向不均匀。设磁感线的曲率半径为 RC，则粒子以 v// 的切向速

度运动时会受到离心力

FC = mv2//
RC

R2
C

(2.36)

代入漂移公式，得到由离心力引起的曲率漂移速度

vC =
mv2//
qB2

RC ×B

R2
C

(2.37)

以下证明：弯曲磁场在半径方向一定是不均匀的，即存在梯度。假设等离子体是稀薄的，且不考虑电

场，由安培定律可知

∇×B = µ0J +
1

c2
∂E

∂t
= 0 (2.38)

安培定律在柱坐标中可表示为

∇×B =

(
1

r

∂Bz

∂θ
− ∂Bθ

∂z

)
êr +

(
∂Br

∂z
− ∂Bz

∂r

)
êθ +

[
1

r

∂(rBθ)

∂r
− 1

r

∂Br

∂θ

]
êz =

1

r

∂(rBθ)

∂r
êz = 0 (2.39)

故

rBθ = const ⇒ Bθ ∝
1

r
(2.40)

因此弯曲磁场在半径方向一定是不均匀的，总漂移速度必须考虑曲率漂移和梯度漂移。
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由于
∇|B|
|B|

= −RC

R2
C

(2.41)

总漂移速度为

v∇B + vC =
RC ×B

qR2B2

(
mv2

// +
1

2
mv2

⊥

)
=

RC ×B

qR2B2

(
2 · 1

2
kBT + kBT

)
=

2kBT

q

RC ×B

R2B2
(2.42)

总漂移速度与粒子电荷有关，正负电荷漂移方向相反，产生电场，等离子体整体漂移。

2.2.4 有限拉莫尔半径效应

由缓变磁场中的梯度漂移公式我们可以看到

v∇B =
1

2
v⊥rc

B ×∇B

B2
(2.43)

当 B → ∞ 或 rc → 0 时，粒子无法感知磁场在空间的非均匀性，因此漂移速度趋于零 v∇B → 0，带电粒子

被强磁场所约束，即磁冻结。

而实际上磁场强度不可能趋于无穷，磁场强度的有限性而产生有限的拉莫尔半径，因此粒子在做拉莫尔

回旋运动时在轨道的不同位置会感受到磁场强度的不同，在不同位置的回旋半径也会有所修正，这种情况下

产生的漂移称为有限拉莫尔半径效应。

2.2.5 回旋中心沿磁场的运动

以上几节讨论的漂移运动都是垂直磁场的运动，本小节讨论平行磁场的漂移运动。假设磁场是柱对称的，

Bθ = 0，B = Br r̂ +Bz ẑ，这样的场也称为磁镜 (阱) 场。磁场散度为零，在柱坐标下

∇ ·B =
1

r

∂

∂r
(rBr) +

∂Bz

∂z
= 0 (2.44)

假设 ∂Bz/∂z 在 r = 0 的轴上给定，且随 r 变化不大，则在轴线附近近似有

Br = −1

2
r

(
∂Bz

∂z

)
r=0

(2.45)

粒子所受 Lorentz 力分量为

Fr = q(vθBz) Fθ = q(−vrBz + vzBr) Fz = −qvθBr (2.46)

其中 Fr 和 Fθ 的第一项构成回旋运动，是未扰动轨道；Fθ 的第二项是造成粒子沿 r 方向的漂移，是垂直磁场

方向的运动；Fz 造成粒子沿磁感线方向运动，将 Br 表达式代入，即

Fz =
1

2
qvθr

∂Bz

∂z
(2.47)

在一个回旋周期内平均，考虑到在轴线上的情况 vθ = v⊥ 和 r = rc，得到

⟨Fz⟩ = −1

2
qv⊥rc

∂Bz

∂z
= −µ

∂Bz

∂z
(2.48)

推广到一般情况，沿磁感线方向的平均力

F// = −µ∇//B (2.49)

由于这个力的存在，等离子体会被约束在磁镜中，且与粒子电荷无关。
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可以证明，对于回旋中心的缓慢漂移运动，磁矩是个不变量。根据牛顿第二定律

m
dv//

dt = −µ∇//B = −µ
∂B

∂s
(2.50)

两边同时乘以 v// = ds/dt
d
dt

(
1

2
mv2//

)
= −µ

dB
dt (2.51)

由于磁场力不做功，粒子动能守恒

d
dt

(
1

2
mv2// +

1

2
mv2⊥

)
=

d
dt

(
1

2
mv2// + µB

)
= −µ

dB
dt +

d
dt(µB) = B

dµ
dt = 0 (2.52)

故
dµ
dt = 0 (2.53)

由于

µ =
mv2⊥
2B

=
q

2
v⊥rc =

q

2
r2cωc =

q

2
r2c

qB

m
=

q2

2πm
πr2cB =

q2

2πm
Φ (2.54)

即粒子回旋运动轨道所包含的磁通也是守恒的。

2.2.6 非均匀电场引起的电漂移

假定磁场是均匀的，B = Bêz，在此之上叠加上一非均匀的电场，并假定电场为如下形式

E = E0 cos(kx) = E0 cos(kx)êx (2.55)

粒子的运动方程为

m
dv
dt = q[E(x) + v ×B] (2.56)

假定电场较弱，使 E0/B ≪ |vc|，则可以用未扰动轨道近似，即用未扰动的拉莫尔轨道

x = x0 + rc sin(ωct) (2.57)

代入电场表达式

E = E0 cos[kx0 + krc sin(ωct)] = E0[cos(kx0) cos(krc sinωct)− sin(kx0) sin(krc sinωct)] (2.58)

假设 |krc| ≪ 1，即 |rc| ≪ λ，则有

E = E0

[
cos(kx0)

(
1− 1

2
k2r2c sin2(ωct)

)
− sin(kx0)krc sin(ωct)

]
(2.59)

于是

⟨E⟩ = E(x0)

(
1− 1

4
k2r2c

)
(2.60)

代入电漂移公式得到漂移速度

vDE =
E ×B

B2

(
1− 1

4
k2r2c

)
(2.61)

这是电场随 x 简谐变化时的电漂移速度，对于一般情况的若不均匀性，则用算符 ∇ 代替 ik 可得到一般情况

的电漂移速度

vE =

(
1 +

1

4
r2c∇2

)
E ×B

B2
(2.62)
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第二项是对非均匀电场漂移速度的修正，也称为有限拉莫尔半径效应。拉莫尔半径的大小与粒子的性质有关，

因此离子与电子漂移速度不同，会造成电荷分离，且存在漂移电流。如果电荷分离产生的电场使原来的扰动电

场增强，则会造成等离子体不稳定性，称为漂移不稳定性。

2.3 带电粒子在随时间缓慢变化的均匀电磁场中的运动

2.3.1 带电粒子在缓慢变化的磁场中的运动

假定磁场是空间均匀的，但随时间缓慢变化。尽管磁场不能直接改变粒子的能量，但能通过电磁感应产生

电场，通过电场改变粒子的能量

∇×E = −∂B

∂t
(2.63)

由于磁场变化缓慢，则有

E = −r

2

∂B

∂t
êθ (2.64)

代入电漂移公式，有

vt =
E ×B

B2
= − r

2B

∂B

∂t
(2.65)

漂移速度与粒子性质无关。

以下证明：带电粒子在随时间缓慢变化的磁场中运动时，它的磁矩 µ 是一个不变量。粒子在垂直于

磁场方向上的运动方程

m
dv⊥

dt = q(E + v⊥ ×B) (2.66)

垂直磁场方向上动能的变化为

d
dt

(
1

2
mv2

⊥

)
= mv⊥ · dv⊥

dt = qE · v⊥ = qE · dl
dt (2.67)

对一个周期积分

δ

(
1

2
mv2

⊥

)
=

ˆ 2π
ωc

0

qE · dl
dtdt =

ˆ l1

l0

qE · dl (2.68)

由于 B 缓慢变化，将轨道近似为闭合的积分路径

δ

(
1

2
mv2

⊥

)
=

˛
qE · dl = q

ˆ
S

(∇×E) · dS = −q

ˆ
S

(
∂B

∂t

)
· dS

=q
δB

Tc

πr2c = −q
ωcδB

2π
πr2c =

1

2
qωcr

2
cδB =

mv2
⊥

2B
δB = µδB

(2.69)

其中 δB 是在一个回旋周期内磁感应强度的变化量。另一方面，由磁矩 µ 的定义

µ =
mv2

⊥
2B

(2.70)

有

δ(µB) = δ

(
1

2
mv2

⊥

)
= µδB (2.71)

由此

δµ = 0 (2.72)
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在缓慢变化的磁场中，磁矩是不变量，证毕。拉莫尔轨道所包围的磁通量为

Φ = Bπr2c = Bπ
v2
⊥

ω2
c

= Bπ
m2v2

⊥
q2B2

=
2πm

q2
µ = const (2.73)

拉莫尔轨道上的磁通也是不变量。

2.3.2 带电粒子在缓慢变化的电场中的极化漂移

考虑电磁场空间均匀，电场随时间缓慢变化

E = E0 exp(iωt) = E0 exp(iωt)êx (2.74)

带电粒子的运动方程为
dv
dt =

q

m
(E + v ×B) (2.75)

再次对时间求导
d2v

dt2 =
q

m

dE
dt +

q2

m2
(E + v ×B)×B (2.76)

整理得
dv2

dt + ω2
cv = ω2

c

E ×B

B2
+

q

m

dE
dt (2.77)

这是一个受迫振动的线性常微分方程，左边齐次方程的通解是拉莫尔回旋运动，非齐次方程的特解代表回旋

中心的漂移运动。容易求出

vD =
ω2
c

ω2
c − ω2

E ×B

B2
+

q/m

ω2
c − ω2

dE
dt (2.78)

对于缓慢变化的电场，ω ≪ ωc，则有

vD =
E ×B

B2
+

1

ωcB

dE
dt (2.79)

第一项为通常的电漂移速度，第二项为极化漂移速度，记为 vp

vp =
1

ωcB

dE
dt (2.80)

极化漂移速度对于电子和离子是不同的，因此会产生极化电流

Jp = ne(vpi − vpe) =
n(mi +me)

B2

dE
dt =

ρ

B2

dE
dt (2.81)

极化漂移的物理根源：电场突然改变方向。考虑粒子开始时静止，突然加一电场 E，只有当粒子被加速到一

定的速度后才感受到洛伦兹力的作用并向下运动。若 E 为常数，则只有电漂移速度 vE；若 E 突然改变方向，

则回旋轨道的左右半径大小也突然改变，回旋中心会产生一个向左的极化漂移速度 vp。

E

E

vDEvDE

vp
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2.4 绝热不变量

在等离子体物理学中，绝热不变量是指在一个缓慢变化的系统中，若并不具有完全周期性的运动的运动

积分仍为常数，则该运动积分被称为绝热不变量。这里缓慢变化的含义是：场的特征参量 λ 在一个周期 τ 内

的改变远小于参量本身，即

τ
dλ
dt ≪ λ

∣∣∣∣ 1ωc

∂B

∂t

∣∣∣∣
t=t0

≪ |B|t=t0 (2.82)

粒子在一个运动周期内的作用积分

J =

˛
pdq (2.83)

是一个近似不随场改变的物理量，称为绝热不变量，其中 p 和 q 分别是广义动量和广义坐标。

2.4.1 磁矩的不变性和磁镜效应

将粒子在缓慢变化磁场中拉莫尔回旋轨道近似看作闭合轨道，选取广义坐标 θ，广义动量为角动量 pθ =

mv⊥rc，则一周内的积分为
˛

pdq =

˛
mv⊥rcdθ = 2πmv⊥rc = 2π

mv2⊥
ωc

= 4π
m

q
µ = const (2.84)

故磁矩 µ = const。
磁矩不变性的一个直接应用就是磁镜效应。由于磁矩

µ =
mv2⊥
2B

(2.85)

具有不变性，在磁场强的位置粒子的垂直速度变大，由于磁场力不做功，粒子的总动能不变，因此粒子的平行

速度变小。当粒子沿磁感线运动时，有些平行速度小的粒子会在某处完全丧失平行方向的动能，这样就会被该

处的磁场“反射”而向相反方向运动。

↓ ↓weakweak strongstrong

B0 Bm

对于给定的磁镜场，有些粒子能被约束，称为约束粒子，有些粒子则能自由地穿过线圈，称为逃逸粒子。下面

讨论约束的条件。设粒子在 B0 处的垂直、平行、总速率分别为 v⊥0, v//0, v0，对于在 Bm 处被反射的粒子，有

v2⊥0

B0

=
v20
Bm

(2.86)

即
B0

Bm

=
v2⊥0

v20
= sin2 θm (2.87)

对于 θ < θm 的粒子，由于其平行速度较大，当其运动到磁颈处还有剩余的平行速度，因此能通过磁颈逃逸出

去；反之则被约束在磁镜中。

Rm =
Bm

B0

(2.88)

被称为磁镜比。
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2.4.2 纵向不变量和费米加速问题

磁镜中约束粒子沿着磁感线来回反射，是周期性运动，因此沿着轨道的积分

J =

ˆ b

a

v//ds (2.89)

是不变量。纵向不变量可以用于解释费米加速问题。假设磁镜两端缓慢靠近 (L → L′)，根据纵向不变量，有

v′//L
′ = v//L，粒子动能

E′ =
1

2
mv′2// +

1

2
mv′2⊥ =

1

2
mv′2// + µB =

1

2
mv2//

(
L

L′

)2

+ µB > E (2.90)

故磁镜两端缓慢靠近，粒子能量增加。

2.4.3 磁通不变量

在缓慢变化的磁场中，磁通 Φ 是一个不变量。

2.5 带电粒子在高频电磁波中的运动

空间和时间缓慢变化不再适用。假设没有静场，真空中的电磁波沿着 z 方向传播

E(z, t) = E0 cos(kz − ωt)êx B(z, t) = B0 cos(kz − ωt)êy (2.91)

磁场力和电场力的比值
FB

FE

=
vB0

E0

=
v

c
(2.92)

由此我们分两种情况考虑。当粒子低速运动时，磁场力可以忽略；当粒子高速运动时，电场力和磁场力同量

级。

2.5.1 在弱电磁波中的颤抖运动

在弱电磁波中，粒子速度远小于光速，此时可以忽略磁场力的作用，运动方程为

m
dv
dt = qE = qE0 cos(kz − ωt) (2.93)

直接积分得到粒子的速度

v = −qE0

mω
[sin(kz − ωt)− sin(kz)] (2.94)

若不考虑初始条件，第一项代表粒子在波中的振动，称为颤动 (quiver) 速度

vq = −qE0

mω
sin(kz − ωt) (2.95)

由于颤动速度与粒子质量成反比，因此电子的颤动速度远大于离子，因此通常在电磁波中往往只考虑电子的

响应而忽略离子的响应。通常将电子的颤动速度与光速的比值用来衡量电磁波的强弱，记为

α =
|vqe|
c

=
eE0

meωc
= 8.55× 10−10 I1/2λ (2.96)
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2.5.2 高频电磁场的作用与有质动力

考虑在一维情况，粒子在 x 方向运动，在高频电磁波下，运动方程为

m
d2x

dt2 = qE(x, t) = qE0(x) cosωt (2.97)

我们采用振荡中心近似的方法研究高频电磁场下粒子运动问题，即将粒子运动看成振荡中心缓慢运动与高速

运动的叠加 x = x0 + x1，其中 x0 为缓变部分，称为粒子的振荡中心，x0 = ⟨x⟩；x1 为快变部分。将电场在

振动中心展开

E0(x) = E0(x0) + x1

(
dE0

dx

)
x=x0

+ · · · (2.98)

将上式代入方程 (2.97)，得到带电粒子在电场的高频分量中的运动方程为

m
d2x1

dt2 = qE0(x0) cosωt (2.99)

解得

x1 = −qE0(x0)

mω2
cosωt (2.100)

带电粒子在电场的低频分量中的运动方程为

m
d2x0

dt2 = m
d2⟨x⟩
dt2 =

〈
qx1

dE0(x0)

dx cosωt
〉

= −q2E0(x0)

mω2

dE0(x0)

dx
〈
cos2 ωt

〉
= −q2E0(x0)

2mω2

dE0(x0)

dx (2.101)

于是得到有质动力

Fp = − q2

4mω2

dE2
0

dt (2.102)

推广到更一般的三维情况

Fp = − q2

4mω2
∇E2 (2.103)

有质动力是空间非均匀的高频电磁场对带电粒子的等效力，是电磁场压强的作用力（电磁场能量密度的梯度

为压力），由于带电粒子与电磁场的强烈耦合，电磁场压力可以施加在带电粒子上，这就是有质动力来源。

有质动力的方向与粒子电荷正负无关，总是指向电场强度减弱的方向。力的大小与粒子质量成反比，很明

显对电子的作用远大于对离子的作用，故讨论有质动力时，常常忽略对离子的影响。

2.5.3 电子加速问题

激光作用在粒子上的有质动力推着粒子走，使粒子加速得到能量。

2.6 总结：引导中心漂移公式汇总

• 任意常数力场

vf =
1

q

F ×B

B2
(2.104)

• 电场

vE =
E ×B

B2
(2.105)

• 重力场

vg =
m

q

g ×B

B2
(2.106)



2 单粒子轨道运动 22

• 非均匀电场

vE =

(
1 +

1

4
r2c∇2

)
E ×B

B2
(2.107)

• 非均匀磁场梯度漂移

v∇B = ±1

2
v⊥rc

B ×∇B

B2
(2.108)

• 曲率漂移

vR =
mv2//
q

RC ×B

R2
CB

2
(2.109)

• 弯曲磁场

vR + v∇B =
m

q

(
v2// +

1

2
v2⊥

)
RC ×B

R2
cB

2
(2.110)

• 极化漂移

vp = ± 1

ωcB

dE
dt (2.111)

2.7 习题及参考答案

1. 磁场中，等离子体中粒子漂移的根源是什么？以电漂移为例阐明粒子漂移的产生。

根源：粒子运动轨迹不封闭导致漂移。以电漂移为例，粒子做回旋运动瞬时的回旋半径为 v⊥/ωc，粒

子速度越大，回旋半径越大。粒子在受电场加速的半个运动周期内，v⊥ 增大，导致回旋半径 rL 增

大；粒子在受到电场减速的半个运动周期内，v⊥ 减小，导致回旋半径 rL 减小。最终导致粒子轨迹

在垂直于磁场方向上的投影不再是一个封闭的圆，即粒子产生漂移运动。

2. 弯曲的磁场一定是不均匀的，存在哪些漂移？

曲率漂移和梯度漂移。

3. 弯曲的磁场一定是不均匀的，反过来呢

在无电流空间，弯曲的磁场一定是不均匀的，由于磁场散度为零条件性质，在曲率方向上强度降低。

反过来也是。

4. 证明：电荷在磁场缓慢变化的区域内运动时，虽然拉莫尔半径发生变化，但磁矩保持不变。

粒子在垂直于磁场方向上的运动方程

m
dv⊥

dt = q(E + v⊥ ×B)

垂直磁场方向上动能的变化为

d
dt

(
1

2
mv2

⊥

)
= mv⊥ · dv⊥

dt = qE · v⊥ = qE · dl
dt

对一个周期积分

δ

(
1

2
mv2

⊥

)
=

ˆ 2π
ωc

0

qE · dl
dtdt =

ˆ l1

l0

qE · dl

由于 B 缓慢变化，将轨道近似为闭合的积分路径

δ

(
1

2
mv2

⊥

)
=

˛
qE · dl = q

ˆ
S

(∇×E) · dS = −q

ˆ
S

(
∂B

∂t

)
· dS =

mv2
⊥

2B
δB = µδB
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其中 δB 是在一个回旋周期内磁感应强度的变化量。另一方面，由磁矩 µ 的定义 µ = mv2
⊥/2B，有

δ(µB) = δ

(
1

2
mv2

⊥

)
= µδB

由此 δµ = 0，即在缓慢变化的磁场中，磁矩是不变量，证毕。

5. 电漂移和重力漂移的区别是什么？

电漂移与粒子性质无关；重力漂移与粒子性质有关，正负粒子漂移方向相反，有电荷分离的趋势。

vE =
E ×B

B2
vg =

m

q

g ×B

B2

6. 从电荷运动图像出发，分析为何电漂移速度与粒子 (1) 电荷正负 (2) 质量 (3) 速度无关？

(1) 正负电荷的回旋运动旋转方向相反，但在电场中加速的方向亦相反，使得电漂移与电荷正负无关。

(2) 粒子在电场中的加速度及回旋频率与质量成反比，而漂移速度与两者之比相关，所以漂移运动与质

量无关。

(3) 粒子在电磁场中加速度和回旋频率都与速度无关，故漂移运动与粒子速度无关。

vE =
E ×B

B2

7. 电漂移公式中在磁场趋于零时，漂移速度无穷大，合理吗？

不合理。需要考虑相对论效应和有限拉莫尔半径效应。

8. 对磁镜场约束对带电粒子，若缓慢地增强磁场，则粒子的垂直能量会增加，磁场本身不会对粒子做功，那

么粒子是如何得到能量的？

在磁镜场中磁矩为不变量

µ =
mv2⊥
2B

因此磁场增强，粒子的垂直能量也随之增加。值得注意的是，虽然磁场不做功，但磁场但梯度会产

生一个等效力 F// = −µ∇//B，使得粒子在运动过程中平行能量和垂直能量发生转化。

9. 解释费米加速、极光、范艾伦辐射带现象。

• 费米加速：宇宙中存在磁云，有强弱磁场区域，当带电粒子被捕获后，由于磁云的相对运动，带电粒

子的能量不断增加。被约束的粒子运动到磁颈会被反射，如果两个线圈缓慢靠近，相对于磁颈，粒

子被反射，相当于磁场的运动能量传递给了粒子，于是粒子被加速。

• 极光：极光是地球周围的一种大规模放电的过程。来自太阳的带电粒子到达地球附近，地球磁场迫

使其中一部分沿着磁感线集中到南北两极。当带电粒子进入极地的高层大气时，与大气中的原子和

分子碰撞并激发，产生极光。

• 范艾伦辐射带：地球是个大磁体，两极处磁场强，赤道处磁场弱，构成一个天然的磁镜。来自于太

阳风中的电荷粒子被这个磁镜捕获，电荷沿着地磁场在两极之间运动而形成范艾伦辐射带。范艾伦

辐射带分为内外两层，外带主要是高能电子，内带主要是高能离子。

10. 什么是磁场的时空弱不均匀性条件？
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(a) 空间条件 (粒子回旋运动轨道内，磁场的相对变化值为小量)

|(rc ·∇)B|rc=0 ≪ |B|rc=0 (2.112)

(b) 时间条件 (粒子回旋运动周期内，磁场的相对变化值为小量)∣∣∣∣ 1ωc

∂B

∂t

∣∣∣∣
rc=0

≪ |B|rc=0 (2.113)

11. 什么是有限拉莫半径效应？

磁场强度的有限性而产生有限的拉莫尔半径，因此粒子在做拉莫尔回旋运动时在轨道的不同位置会

感受到磁场强度的不同，在不同位置的回旋半径也会有所修正，这种情况下产生的漂移称为有限拉

莫尔半径效应。

12. 为什么简单的弯曲磁场无法约束等离子体？

简单的弯曲磁场一定存在曲率漂移，这种漂移最终会使粒子离开磁场约束区域。对于由大量电子、

离子构成的等离子体系统，曲率和梯度漂移还会以另一种方式削弱磁场的约束性能：由于漂移使电

子与离子分别向相反方向运动，将导致电荷分离而形成电场，新生的电场所产生的电漂移会使等离

子体整体向外漂移，最终破坏约束。

13. 磁镜场为何能约束等离子体？

粒子在磁镜场中受到沿磁感线方向的平均力 F// = −µ∇//B，由于这个力的存在，等离子体被约束

在磁镜中，且与电荷属性无关。

14. 利用纵向不变性解释费米加速效应

假设磁镜两端缓慢靠近 (L → L′)，根据纵向不变量 J =
´ b

a
v//ds = const，有 v′//L

′ = v//L，粒子动

能

E′ =
1

2
mv′2// +

1

2
mv′2⊥ =

1

2
mv′2// + µB =

1

2
mv2//

(
L

L′

)2

+ µB > E (2.114)

故磁镜两端缓慢靠近，粒子能量增加。

15. 试分析“镜面”相互接近系统如何传递能量给所捕获的粒子。

“镜面”相互接近时，粒子处在变化的磁场中，变化磁场产生的电场最终加速了粒子。恒定磁场本身

不加速带电粒子，而变化的磁场会。

16. 对磁镜场约束的带电粒子，若缓慢地增强磁场，则粒子的垂直能量会增加，磁场本身不会对粒子做功，那

么粒子是如何得到能量的？

变化的磁场产生的电场最终加速了粒子。

17. 本章中所处理的粒子在电磁场中的运动可以分成回旋运动与漂移运动的合成，对哪些情况我们要求漂移

运动的速度远小于回旋运动速度，哪些情況则不需要这样的假设？

对外力漂移不需要这样假设，对由于引导中心近似所产生的等效力则需要。

18. 绝热不变量的条件是什么？具体到电子磁矩绝热不变的条件为何？

要求外参数是缓变的，即外参数变化的时间尺度远大于系统运动的周期。具体到电子磁矩绝热不变

则要求外界磁场的变化频率 (对非周期变化，则为相对变化率）远小于电子回旋频率。
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3 磁流体力学

3.1 流体力学

3.1.1 流体的概念

流体是受任何微小剪切力作用都能连续变形的物体，宏观性质主要为易流动性、粘性及压缩性。

1. 易流动性：流体在静止时不能承受切向应力，不管多小的切向应力，都会引起其中各流体元彼此间的相

对位移，且取消力的作用后，流体元之间并不恢复其原有位置。

2. 粘性：流体在运动时，对相邻两层流体间的相对运动即相对滑动速度是有抵抗的，这种抵抗力称为粘性

应力。实验表明，粘性应力的大小与相对速度成正比。

3. 压缩性：液体在通常的压力或温度下，压缩性很小。因此在一般情形下液体可以近似看成是不可压缩的。

流体宏观模型认为流体是由无数流体元连续组成的。微观上充分大、宏观上充分小的流体元称为流体质点，将

流体运动的空间看作是由流体质点连续地无空隙地充满着的假设称为连续介质假设。

3.1.2 研究方法

• Lagrange 法：着眼于流体质点。流体质点的运动可表示为

r = r(a, b, c; t) u =
∂r(a, b, c; t)

∂t
u̇ =

∂2r(a, b, c; t)

∂t2
(3.1)

在直角坐标系中有分量形式
x = x(a, b, c; t)

y = y(a, b, c; t)

z = z(a, b, c; t)


ux = ∂x(a, b, c; t)/∂t

uy = ∂y(a, b, c; t)/∂t

uz = ∂z(a, b, c; t)/∂t


u̇x = ∂2x(a, b, c; t)/∂t2

u̇y = ∂2y(a, b, c; t)/∂t2

u̇z = ∂2z(a, b, c; t)/∂t2

(3.2)

• Euler 法：用场的观点研究流体运动，目前流体研究中常常采用的就是 Euler 法。将空间某一点 (x, y, z)

的流体质点的速度 u 当作时间的函数来研究

u = u(x(t), y(t), z(t); t) (3.3)

与牛顿力学中质点的加速度不同，流体元的加速度来源有二，即速度场的非恒定性和非均匀性

du
dt =

∂u

∂t
+

∂u

∂x
ux +

∂u

∂y
uy +

∂u

∂z
uz =

∂u

∂t
+ (u ·∇)u (3.4)

对与运动着的个别流体质点相联系的任何标量函数 φ、矢量函数 a 或张量函数 T⃗，均有

dφ
dt =

∂φ

∂t
+ (u ·∇)φ (3.5)

da
dt =

∂a

∂t
+ (u ·∇)a (3.6)

dT⃗
dt =

∂T⃗

∂t
+ (u ·∇)T⃗ (3.7)
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3.1.3 应力张量

作用于流体质点的力，可分为体积力和表面力。体积力是长程力，可以穿越空间作用到流体元上，如重

力、电磁力、惯性力；表面力是短程力，只有通过相互接触才能发挥作用，如压力、切应力等，通常作用在单

位侧面积上的表面力称为应力，可以表示为

p =
df
dσ (3.8)

应力可以表示为小面元的单位法向矢量与某个张量的乘积，这个张量是一个空间位置的单值函数，与面元的

方向无关，同时可以用于确定应力，即

p = ên · P⃗ (3.9)

对于理想流体，假设它是无粘性的，故其应力的切向分量都等于零，作用于任一面元的应力只是正压力

P⃗ =

pxx 0 0

0 pyy 0

0 0 pzz

 =

−p 0 0

0 −p 0

0 0 −p

 = −pI⃗ (3.10)

实验证明，两层流体之间存在摩擦切应力，可以表示为

pxz = η
dux

dz (3.11)

其中 η 为粘滞系数，它只与流体本身的物理性质和温度有关。一般情况下，对于不可压缩流体

P⃗ = −
(
ρ+

2

3
η∇ · u

)
I⃗ (3.12)

3.1.4 基本方程

1. 连续性方程：单位时间流体元内质量增量等于单位时间流入与流出流体元质量差

∂

∂t

ˆ
τ

ρdτ = −
ˆ
Σ

ρu · dσ = −
ˆ
τ

∇ · (ρu)dτ (3.13)

由于体积 τ 的任意性，有
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 (3.14)

由于
dρ
dt =

∂ρ

∂t
+ (u ·∇)ρ =

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu)− ρ∇ · u = −ρ∇ · u (3.15)

故连续性方程也可表示为
dρ
dt + ρ∇ · u = 0 (3.16)

对于定常流动情况 (∂ρ/∂t = 0)，连续性方程变为

∇ · (ρu) = 0 (3.17)

对于不可压缩流体 (dρ/dt = 0)，连续性方程变为

∇ · u = 0 (3.18)
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2. 运动方程：流体元的动量改变等于其所受合力
ˆ
τ

ρ

(
du
dt

)
dτ =

ˆ
τ

ρgdτ +

ˆ
Σ

pndσ =

ˆ
τ

ρgdτ +

ˆ
τ

(∇ · P⃗ )dτ (3.19)

由于体积 τ 的任意性，有

ρ
du
dt = ∇ · P⃗ + ρg (3.20)

对于一般情况下的不可压缩性流体

P⃗ = −
(
p+

2

3
η∇ · u

)
I⃗ (3.21)

运动方程也可写成

ρ
du
dt = ρg −∇p (3.22)

3. 能量方程：体积 τ 内流体的总能量改变率等于单位时间内体积力和表面力所做的功加上从表面流入的热

能
d
dt

ˆ
τ

ρ

(
ε+

u2

2

)
dτ =

ˆ
τ

ρg · udτ +

ˆ
Σ

pn · udσ −
ˆ
Σ

q · dσ

=

ˆ
τ

ρg · udτ +

ˆ
τ

∇ · (P⃗ · u)dτ −
ˆ
τ

∇ · qdτ
(3.23)

其中 q 为热流矢量。由于体积 τ 的任意性，有

ρ
d
dt

(
ε+

u2

2

)
= ∇ · (P⃗ · u) + ρg · u−∇ · q (3.24)

若所研究的问题不涉及内能的变化 (热量交换)，无需使用能量方程。

3.2 磁流体力学方程组

磁流体力学基本方程组包括考虑介质运动的电动力学方程组和考虑磁场力的流体力学基本方程组。

电动力学方程组

麦克斯韦方程组

∇×E = −∂B
∂t

∇×B = µ0J

∇ ·E = ρq

ε0

∇ ·B = 0

洛伦兹力公式 f = J ×B

欧姆定律 J = σ(E + u×B)

流体力学基本方程组

连续性方程 ∂ρ
∂t

+∇ · (ρu) = 0

运动方程 ρdu
dt = −∇p+ ρqE + J ×B

能量方程 ρ d
dt

(
ε+ u2

2

)
= ∇ · (P⃗ · u) +E · J −∇ · q

状态方程 状态方程 pρ−γ = const

3.2.1 电动力学方程组

对于准静态电磁场 (c/ω ≪ L 且 σ/ε0ω ≪ 1)，运动导电流体内的电动力学方程组可以写成
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• 麦克斯韦方程组

∇×E = −∂B

∂t
(3.25)

∇×B = µ0J (3.26)

∇ ·E =
ρq
ε0

(3.27)

∇ ·B = 0 (3.28)

• 洛伦兹力公式

f = J ×B (3.29)

• 欧姆定律

J = σ(E + u×B) (3.30)

3.2.2 考虑电磁力的流体力学方程

1. 连续性方程：等离子体是一种流体，必须服从流体的连续性方程，这个方程无需改变。

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 (3.31)

2. 运动方程：必须考虑洛伦兹力

ρ
du
dt = ∇ · P⃗ + ρqE + J ×B = −∇p+ ρqE + J ×B (3.32)

3. 能量方程：需考虑焦耳热，重力所做的功可忽略不计

ρ
d
dt

(
ε+

u2

2

)
= ∇ · (P · u) +E · J −∇ · q (3.33)

3.2.3 状态方程

为了使上述得到的方程组封闭，还必须给出流体的状态方程，其中 γ = cp/cV

pρ−γ = const (3.34)

3.3 磁压力与磁张力

本小节分析磁场的作用力项 J ×B（洛伦兹力）的性质：

f = J ×B =
1

µ0

(∇×B)×B = − 1

2µ0

∇B2 +
1

µ0

(B ·∇)B =
1

µ0

∇ ·
(
BB − 1

2
B2I⃗

)
= ∇ · T⃗ (3.35)

其中

T⃗ =
1

µ0

(
BB − 1

2
B2I⃗

)
(3.36)

为磁应力张量。作用在某一体积 τ 上磁场的合力为

F =

ˆ
τ

fdτ =

ˆ
τ

∇ · T⃗dτ =

˛
Σ

T⃗ · êndσ =

˛
Σ

Tndσ (3.37)
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其中

Tn = T⃗ · ên =
1

µ0

[
B(B · ên)−

1

2
B2ên

]
(3.38)

为磁应力。第一项沿磁场方向，称为磁张力（b̂ 为沿磁场方向的单位矢量，θ 为面元法向与磁场方向的夹角）

Tnt =
1

µ0

B(B · ên) =
B2

µ0

cos θb̂ (3.39)

第二项与面元法向相反，称为磁压力

Tnp =
1

2µ0

B2(−ên) = − B2

2µ0

ên (3.40)

则

F =

˛
Σ

B2

µ0

cos θbdσ +

˛
Σ

B2

2µ0

(−ên)dσ (3.41)

作用于某流体元的磁力，等效于大小为 B2/2µ0 的各向同性的磁压力与大小为 B2/µ0 沿磁感线方向的磁张力

之和。

3.4 磁扩散与磁冻结

本小节研究导电流体和磁场相互作用的重要性质——磁场的扩散与冻结。

3.4.1 磁感应方程

由麦克斯韦方程

∇×E = −∂B

∂t
(3.42)

∇×B = µ0J (3.43)

和欧姆定律

J = σ(E + u×B) (3.44)

得到
∂B

∂t
= ∇× (u×B) +

1

µ0σ
∇2B (3.45)

设磁粘滞系数

ηm =
1

µ0σ
(3.46)

则磁感应方程
∂B

∂t
= ∇× (u×B) + ηm∇2B (3.47)

右边第一项称为对流项，第二项称为扩散项。显然，磁场在导电流体中的运动性质显著地依赖于该两项的竞争

|∇× (u×B)|
|ηm∇2B|

≈ |u×B|
|ηm∇×B|

≈ UB

ηmBL−1
=

UL

ηm
(3.48)

其中 L 为等离子体特征长度，U 为流体运动的特征速度，定义磁雷诺数

Rm =
UL

ηm
(3.49)

以下考虑两种极端情况：

• 磁扩散效应：ηm → ∞，Rm ≪ 1

• 磁冻结效应：ηm → 0，Rm ≫ 1
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3.4.2 磁扩散效应

当 Rm ≪ 1 时，近似把等离子体看成没有流动和对流，磁感应方程化为

∂B

∂t
= ηm∇2B ηm =

1

µ0σ
(3.50)

这也是我们熟悉的扩散方程。它表示，由于电阻效应引起感应电流的衰减，磁场将从强度大的区域向强度小的

区域扩散，力求将锐边界两侧磁场的落差“抹平”。考虑一维情况

∂B(x, t)

∂t
= ηm

∂2B(x, t)

∂x2
(3.51)

边界条件

B(x = 0, t = 0) = B0 B(x ̸= 0, t = 0) = 0 (3.52)

得到方程的解

B(x, t) =
B0√
πηmt

exp
(
− x2

ηmt

)
(3.53)

磁场进入到等离子体一段距离后，迅速衰减到原来的 1/e，这个距离定义为穿透深度 Lm，从而得到磁场穿透

深度 Lm 所需特征时间 τm

τm =
L2

m

ηm
= µ0σL

2
m (3.54)

当所考虑的过程进行得非常之快，以致在时间 τ 内磁场所能渗透的深度远小于等离子体的空间特征尺度 L，

即

τ ≪ µ0σL
2 (3.55)

此时等离子体可以被看成是理想导体 (σ → ∞)。

当研究磁场在等离子体中的变化时，一般是不允许把等离子体看成是不流动的导电流体的，它们总是

相互扩散。那么什么条件下磁场可以进入等离子体中，且保持稳定？

在稳定的情况下 ∂B/∂t = 0，有

∇× (u×B) + ηm∇2B = ∇× [(u×B)− ηm∇×B] = 0 (3.56)

于是

u×B = ηm∇×B (3.57)

方程两边同时叉乘 B

B × (u×B) = B2u− (B · u)B = ηmB × (∇×B) (3.58)

故垂直于磁场的速度

u⊥ =
1

B2µ0σ
[B × (∇×B)] = − 1

B2σ
J ×B (3.59)

在稳态情况下，有

∇p = J ×B (3.60)

假设温度分布均匀

u⊥ = −∇⊥p

B2σ
= −(Ti + Te)∇⊥n

B2σ
(3.61)
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由于电导率

σ ≈ ne2

meνei
(3.62)

故垂直磁场的流速

u⊥ = −meνei(Ti + Te)

e2B2

∇⊥n

n
= −De⊥

∇⊥n

n
(3.63)

其中 De⊥ 是流体垂直于磁场的扩散系数，νei 是电子和离子的碰撞频率

De⊥ =
meνei(Ti + Te)

e2B2
(3.64)

公式 (3.63) 说明垂直于磁场的流速与垂直于磁场的密度梯度之间的关系，值得注意的是，这个等式成立

的前提是稳态条件。所以在具有有限碰撞频率的等离子体中，只有存在横越磁场的稳态扩散流，磁场才能

扩散到等离子体中，并稳定存在于等离子体中，且磁场的方向可以得到维持。然而，从扩散系数表达式可

以看出，磁场足够大的时候，横向扩散可以被限制在很小的范围内。

磁扩散的本质是电磁感应。在介质的某区域，磁场的变化引起感应电场与电流，此电流又产生磁场，从而

使磁场从强度大的区域向强度小的区域扩散。由于导体的欧姆耗散，一部分磁能变成热能，引起磁场的衰减，

现在考虑磁能随时间的变化率。

∂Wm

∂t
=

∂

∂t

(ˆ
τ

B2

2µ0

dτ
)

=
1

µ0

ˆ
τ

B · ∂B
∂t

dτ (3.65)

其中

B · ∂B
∂t

= ηmB · ∇2B = −µ0ηmB · (∇× J) = −µ0ηm [∇ · (J ×B) + (∇×B) · J ] (3.66)

代入上式得
∂Wm

∂t
= −ηm

ˆ
Σ

(J ×B) · dσ − ηm

ˆ
τ

(∇×B) · Jdτ (3.67)

右边第一项是洛伦兹力沿磁场存在表面积分，应为零，于是

∂Wm

∂t
= −ηm

ˆ
τ

(∇×B) · Jdτ = −µ0ηm

ˆ
τ

J2dτ = −
ˆ
τ

J2

σ
dτ (3.68)

导体流体磁能的减少是由于电阻引起的欧姆损耗。由此可见，磁耗散过程同时又是磁衰减过程。

3.4.3 磁冻结效应

对于理想导电流体，即当 Rm ≫ 1，或导电流体的电导率 σ → ∞ 时，磁感应方程化为

∂B

∂t
= ∇× (u×B) (3.69)

该方程的意义是：磁场的变化如同磁感线粘附于流体质元上，或者说磁感线被冻结在导电流体中。所以该方程

也叫冻结方程。

严格来说，磁冻结是指

1. 开尔文定理：通过和理想导电流体一起运动的任意封闭曲线所围面积的磁通守恒。
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证明如下：
dΦ
dt =

¨
∂B

∂t
· dS +

˛
B · (u× dl)

=

¨
∂B

∂t
· dS −

˛
(u×B) · dl

=

¨
∂B

∂t
· dS −

¨
∇× (u×B) · dS

=

¨ [
∂B

∂t
−∇× (u×B)

]
· dS = 0

(3.70)

由此，在理想导电流体中，任意流体曲面中的磁通不随时间改变。

2. 亥姆霍兹定理：在理想导电流体中，起初在某磁感线上的流体元以后一直位于此磁感线上。

首先考察磁感线在导电流体中运动满足的方程

dB
dt =

∂B

∂t
+ (u ·∇)B = ∇× (v ×B) + (u ·∇)B

=u(∇ ·B)− (u ·∇)B −B(∇ · u) + (B ·∇)u+ (u ·∇)B

=(B ·∇)u−B(∇ · u) = (B ·∇)u+
B

ρ

dρ
dt

(3.71)

即
dB
dt − B

ρ

dρ
dt = ρ

d
dt

(
B

ρ

)
= (B ·∇)u (3.72)

两边同时除以 ρ，得到

d
dt

(
B

ρ

)
=

(
B

ρ
·∇

)
u (3.73)

接着考察随流体运动的某一“线元”(δl = l2 − l1) 所满足的方程

(l2 − l1)t+δt = (l2 − l1)t + [u(l2)− u(l1)] δt = (l2 − l1)t + (l2 − l1)t · ∇u(r1)δt (3.74)

即
d
dt(l2 − l1) = (l2 − l1) · ∇u (3.75)

也可以表示为
d
dt(δl) = (δl ·∇)u (3.76)

比较方程 (3.73) 和方程 (3.76) 的形式，可知 B/ρ 与 δl 满足相同形式的方程，它们的解应该是

同一族曲线。若 t0 时刻 δl // B，则有

B

ρl
= const (3.77)

故可以将冻结在等离子体中的磁感线看作一根有质量的弦，磁感线拉长，“张力”增强，磁场越强。

磁冻结的图像是在理想导电流体中，一闭合曲面或一流体元在运动过程中，其内所包含的磁感线根数不

变。磁冻结分两种：
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1. 绝对磁冻结：磁感线被冻结在等离子体流体元中，不和等离子体产生相对运动，等离子体流体元运动过

程中将拖动磁感线一起运动，磁感线形状发生变化；

2. 相对磁冻结：在等离子体流体元运动过程中，磁感线可以进出等离子体流体元，但等离子体流体元中磁

感线根数不变。显然，等离子体和磁感线有相对运动，或者说等离子体会切割磁感线，相对磁冻结会在

等离子体内部建立电场。

3.5 均匀定常磁场中的流体漂移

3.5.1 抗磁性漂移 (垂直于磁场的流体漂移)

由于 ∇p 项只出现在流体方程中，因此存在一项流体元有而粒子没有的漂移，它与 ∇p 有关。我们有流

体运动方程

nm

[
∂u

∂t
+ (u ·∇)u

]
= qn(E + u×B)−∇p (3.78)

由于粒子质量较小，方程左边可以忽略，此外漂移运动一般垂直于磁场，改写运动方程为

0 = qn(E + u⊥ ×B)−∇p (3.79)

用 B 从右边叉乘

0 = qn[E ×B + (u⊥ ×B)×B]−∇p×B = qn(E ×B − u⊥B
2)−∇p×B (3.80)

整理得

u⊥ =
E ×B

B2
− ∇p×B

qnB2
= uE + uD (3.81)

垂直于磁场方向的漂移分两部分，第一项是我们熟知的导向中心的电场漂移

uE =
E ×B

B2
(3.82)

第二项是导电流体中应力不均匀性引起的抗磁性漂移

uD =
B ×∇p

qnB2
(3.83)

抗磁漂移是流体的漂移，其导向中心没有移动。

对于等离子体的准静态绝热过程 (p = γnkBT )，抗磁性漂移可以写成

uD =
γkBT

qB2

B ×∇n

n
(3.84)

抗磁性电流

JD = ne(uDi − uDe) = γ(kBTi + kBTe)
B ×∇n

B2
(3.85)

等离子体中的漂移电流 (抗磁性电流) 可以产生一个新的磁场，这个磁场与原磁场方向相反，这就是为什么把

等离子体中与应力 ∇p 有关的漂移称为抗磁性漂移。

高密度区 低密度区

B ∇n



3 磁流体力学 34

上图为离子抗磁漂移示意图，密度梯度从右向左，显然通过任何体积向下运动的离子比向上运动的离子多，于

是产生一个向下的漂移。我们注意到抗磁漂移速度及电流都与离子质量无关，这是因为抗磁漂移是回旋运动

和热运动综合的结果，而这两个运动速度都与质量成反比，相互抵消，所以抗磁漂移与电荷质量无关。

3.5.2 玻尔兹曼关系 (平行于磁场的流体漂移)

考虑运动方程的 z 分量 (即沿磁场方向的分量)

nm

[
∂uz

∂t
+ (u ·∇)uz

]
= qnEz −

∂p

∂z
(3.86)

忽略对流项，为了避免复杂的论证，将 uz 视为空间均匀的，设温度也是空间均匀的，则

m
∂uz

∂t
= qEz −

γkBT

n

∂n

∂z
(3.87)

若将方程用于无质量的电子，取极限 m → 0，并使 q = −e，E = −∇ϕ，γ = 1，则有

eEz = −e
∂ϕ

∂z
= −kBTe

n

∂n

∂z
(3.88)

解得

n = n0 exp
(

eϕ

kBTe

)
(3.89)

该式称为电子的玻尔兹曼关系。其物理意义为：沿磁感线电子的运动是自由的，由于电子很轻，一旦有一个净

力加到电子上，它们很快就被加速到高能量。由于离子运动缓慢，电子一运动就会导致电荷分离，从而产生静

电场而阻碍电子的运动。因此作用在电子上的静电力和压强梯度力必须达到平衡，这个条件导致玻尔兹曼关

系。

3.6 习题及参考答案

1. 简述研究流体运动的两种方法。

• Lagrange 法：将流体分为大量的流体质点，研究流场中个别流体质点在不同的时间其位置、流速、

压力的变化。

• Euler 法：着眼于空间点，研究每一个空间点上流体流过时的速度 (压力、密度等) 随时间的变化情

况或是某一时刻各空间点上流体速度分布。

2. 写出物质导数，解释每一项的意义。
dA
dt =

∂A

∂t
+ (u ·∇)A

右边第一项来源于场的非常定性，第二项来源于场的非均匀性。

3. 简述体积力和表面力，举例说明。

• 体积力是长程力，可以穿越空间作用到流体元上；体积力是空间点的单值函数。(e.g. 重力、电磁力、

惯性力)

• 表面力是短程力，只有相互接触才有作用；表面力随着受力面取向的不同而不同。(e.g. 压力、应力)

4. 证明：应力可以表示成小面元的单位法向矢量与某个张量的乘积。
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x

dσx

ydσy

z

dσz

在流体中取侧面平行于坐标轴的一小四面体流体元，设斜面为 dσn，其余三面分别为 dσx，dσy 和

dσz，则有

dσx = dσn · êx = dσn cos θx = αdσn

dσy = dσn · êy = dσn cos θy = βdσn

dσz = dσn · êz = dσn cos θz = γdσn

令 pn,px,py,pz 分别为作用在四个小面元上的应力，则作用在这些小面元上的表面力为

pndσn pxdσx pydσy pzdσz

作用在流体元上的体积力为 F ρdτ，于是有

F ρdτ + pndσn − pxdσx − pydσy − pzdσz = u̇ρdτ

由于流体元的体积无穷小，上式含有体积元的项可忽略，于是

pndσn − pxdσx − pydσy − pzdσz = 0

则有

pn = αpx + βpy + γpz

在坐标轴上的投影为

pnx = αpxx + βpyx + γpzx

pny = αpxy + βpyy + γpzy

pnz = αpxz + βpyz + γpzz

九个应力 (pxx, pxy, · · · , pzz) 的集合构成一个二阶张量，称为应力张量，表示为

P⃗ =

pxx pyx pzx

pxy pyy pzy

pxz pyz pzz


故作用在任意一个以 ên 为单位矢量的斜面上的应力可以表示为

p = ên · P⃗

5. 写出磁应力表达式，分析其特点 (大小和方向)。

磁应力表达式为

Tn =
1

µ0

[
B(B · ên − 1

2
B2ên)

]
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– 第一项为磁张力，大小 B2 cos θ/µ0，其中 θ 为磁场与面元法向的夹角，方向沿磁场方向。

– 第二项为磁压力，大小 B2/2µ0，方向与面元法向相反。

6. 为什么说等离子体中的磁力线像弹性绳？“弹性”的来源是什么？

沿磁力线等离子体流管侧面有压力，两端有张力，完全像拉一根橡皮绳一样，所以说在等离子体中，

磁力线像弹性绳；实际上弯曲的磁场不均匀，内侧磁场大于外侧，相当于有一个向外的磁压差，这

个力差在平衡时恰好与两端的合张力平衡，合力为零。弹性来源于磁场和等离子体洛伦兹力的作用。

7. 什么是磁扩散？磁扩散的物理本质是什么？

磁扩散是由于电阻效应引起感应电流的衰减，磁场将从强度大的区域向强度小的区域扩散。磁扩散

的本质是电磁感应。在介质的某区域，磁场的变化引起感应电场与电流，此电流又产生磁场，从而

使磁场从强度大的区域向强度小的区域扩散。

8. 什么是磁冻结？简述绝对磁冻结和相对磁冻结。

磁冻结严格表述为 (1) 通过和理想导电流体一起运动的任意封闭曲线所围面积的磁通守恒；(2) 在

理想导电流体中，起初在某磁感线上的流体元以后一直位于此磁感线上。

(a) 绝对磁冻结：磁感线被冻结在等离子体流体元中，不和等离子体产生相对运动，等离子体流体

元运动过程中将拖动磁感线一起运动，磁感线形状发生变化；

(b) 相对磁冻结：在等离子体流体元运动过程中，磁感线可以进出等离子体流体元，但等离子体流

体元中磁感线根数不变。显然，等离子体和磁感线有相对运动，或者说等离子体会切割磁感线，

相对磁冻结会在等离子体内部建立电场。

9. 试证明通过随理想导电流体 (σ → ∞) 一起运动的任何封闭回线所围成的曲面的磁通量是常数。

对于理想导电流体，磁感应方程为
∂B

∂t
= ∇× (u×B)

磁通变化率
dΦ
dt =

¨
∂B

∂t
· dS +

˛
B · (u× dl)

=

¨
∂B

∂t
· dS −

˛
(u×B) · dl

=

¨
∂B

∂t
· dS −

¨
∇× (u×B) · dS

=

¨ [
∂B

∂t
−∇× (u×B)

]
· dS = 0

故 Φ = const，证毕。

10. 抗磁漂移的根源是什么？

抗磁漂移来源于应力 ∇p 的不均匀性。
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4 等离子体中的波

在等离子体中同时存在三种力：热压力、静电力和磁场力，它们对等离子体中粒子的扰动都起着弹性恢复

力的作用，因此等离子体的波动现象〸分丰富，存在着声波 (热压力驱动)、纵波 (静电力驱动)、横波 (电磁力

驱动)，以及它们的混杂波。

4.1 等离子体方程组

电动力学方程组

麦克斯韦方程组

∇×E = −∂B
∂t

∇×B = µ0J

∇ ·E = ρq

ε0

∇ ·B = 0

洛伦兹力公式 f = J ×B

欧姆定律 J = σ(E + u×B)

流体力学基本方程组

连续性方程 ∂ρ
∂t

+∇ · (ρu) = 0

运动方程 ρdu
dt = −∇p+ ρqE + J ×B

能量方程 ρ d
dt

(
ε+ u2

2

)
= ∇ · (P⃗ · u) +E · J −∇ · q

等离子体双流体方程组

连续性方程 ∂nj

∂t
+∇ · (nuj) = 0

运动方程 njmj
duj

dt +∇pj = enj(E + uj ×B) + νjknj
mjmk

mj+mk
(uj − uk)

广义欧姆定律 J = σ
[
(E + u×B)− 1

en
J ×B + 1

en
∇pe

]
状态方程 状态方程 pρ−γ = const

4.2 波动的概念

4.2.1 波的表示方法

任何物理量的波动可表示为

A(r, t) = Aei(k·r−ωt) (4.1)

4.2.2 群速度和相速度

假设两列波

E1 = E0 cos[(k +∆k)x− (ω +∆ω)t] (4.2)

E2 = E0 cos[(k −∆k)x− (ω −∆ω)t] (4.3)

两列波叠加后为

E = E1 + E2 = 2E0 cos(∆kx−∆ωt) cos(kx− ωt) (4.4)

群速度和相速度分别为

vg =
dx
dt =

dω
dk vp =

ω

k
(4.5)

群速度是包络线的运动速度，包络线携带信息，因此群速度不能超过光速。相速度是相位的传播速度，不携带

任何信息，可以超过光速。

由 ω = kvp 和 k = 2π/λ，得到瑞利群速公式

vg =
d(kvp)

dk = vp + k
dvp
dk = vp − λ

dvp
dλ (4.6)
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• 当 dvp/dλ = 0 时，有 vg = vp，称介质为无色散；

• 当 dvp/dλ > 0 时，有 vg < vp，称介质为正常色散；

• 当 dvp/dλ < 0 时，有 vg > vp，称介质为反常色散；

4.2.3 波的偏振

波的偏振即波的极化，是指空间某固定点的波矢量 E 的端点在 2π/ω 时间内的轨迹。假设电磁波沿 x 方

向传播，电场一般可以写成

E(r, t) = (Eyêy + Ezêz) exp[i(kx− ωt)]

= (Ey0e
iαêy + Ez0e

iβêz) exp[i(kx− ωt)]

δ=β−α
====== (Ey0êy + Ez0e

iδêz) exp[i(kx− ωt+ α)]

(4.7)

空间每一个固定点上的电场矢量随时间在垂直于 x 轴的平面内旋转，其矢端的轨迹是一个椭圆。

4.2.4 色散关系

等离子体中的波动是关于均匀介质的小振幅波动，可将基本方程线性化，并进行时空的 Fourier 变换，这

样可以得到一套场变量 Fourier 振幅的线性齐次方程组，它们存在非零解的条件是系数组成的行列式为零，由

此可以得到波的角频率 ω 和波矢 k 之间的关系式 f(k, ω) = 0，进一步可以接出 ω 或 k，得到色散关系

ω = ω(k) k = k(ω)

4.3 磁流体力学波

力学波是由应力引起的声波 (e.g. 热应力 ∇p，磁应力 B2/µ0)。

4.3.1 中性气体中的声波

中性气体中的声振荡以热动压力为恢复力，声速与粒子热运动速度同数量级。忽略粘滞力，描写中性气体

的方程只有连续性方程、运动方程和状态方程，即

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 (4.8)

ρ
du
dt = −∇p (4.9)

pρ−γ = const (4.10)

考虑偏离平衡的小扰动

Q(r, t) = Q0 +Q1(r, t) (4.11)

下标 0 表示该物理量的平衡值，下标 1 表示小振幅的扰动量，代入方程组，略去二阶小量，得到

dρ1
dt + ρ0∇ · u1 = 0 (4.12)

ρ0
∂u1

∂t
= −γp0

ρ0
∇ρ1 (4.13)
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假设小振幅扰动为简谐波形式，∂/∂t → −iω，∇ → ik，方程组化为

− iωρ1 + iρ0k · u1 = 0 (4.14)

− iωρ0u1 = −ik
γp0
ρ0

ρ1 (4.15)

联立解得 (
ω2 − k2 γp0

ρ0

)
u1 = 0 (4.16)

方程有解的条件是
ω2

k2
=

γp0
ρ0

(4.17)

这也是中性气体中声波的色散关系。声波的相速度为

vs =
ω

k
=

√
γp0
ρ0

(4.18)

4.3.2 阿尔芬波

前面我们讨论过，当磁场存在时，磁流体会受到一个沿着磁感线方向的张力 (磁张力 B2
0/µ0)，当磁流体在

垂直于磁场方向出现扰动时，磁感线像一根有质量的弹性弦，磁感线拉长，张力增强，磁场增大。沿着磁感线

传播的波会带动磁流体元一起运动，这种扰动会沿着磁场方向产生一支由磁张力决定的力学波——阿尔芬波。

考虑处于均匀恒定外磁场 B0 中的均匀无界等离子体，假定等离子体是无粘的和理想导电的，但是是可

压缩的。我们研究其中的低频波，于是可以忽略电子的运动。不考虑热应力，因此不需要连续性方程和状态方

程。

ρ
du
dt = J ×B (4.19)

E + u×B = 0 (4.20)

∇×E = −∂B

∂t
(4.21)

∇×B = µ0J (4.22)

考虑偏离平衡的小扰动

Q(r, t) = Q0 +Q1(r, t) (4.23)

下标 0 表示该物理量的平衡值，下标 1 表示小振幅的扰动量，代入方程组，略去二阶小量，得到

ρ
du1

dt = J1 ×B0 (4.24)

E1 + u1 ×B0 = 0 (4.25)

∇×E1 = −∂B1

∂t
(4.26)

∇×B1 = µ0J1 (4.27)

对方程组进行傅立叶展开，得

− iωρu1 = J1 ×B0 (4.28)

E1 + u1 ×B0 = 0 (4.29)

ik ×E1 = iωB1 (4.30)
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ik ×B1 = µ0J1 (4.31)

整理得
ω2

k2
=

B2
0

µ0ρ
(4.32)

即阿尔芬波的色散关系。阿尔芬波的相速度为

vA =

√
B2

0

µ0ρ
(4.33)

比较中性气体声速和阿尔芬波速可以发现 B2
0/µ0 相当于应力 p，而 B2

0/µ0 恰恰就是磁张力。故阿尔芬波是由

磁张力引起的沿着磁感线传播的波。

4.3.3 磁流体力学波

考虑处于均匀恒定外磁场 B0 = B0êz 中的均匀无界等离子体，假定等离子体是无粘的和理想导电的，但

是是可压缩的。我们研究其中的低频波，于是可以忽略电子的运动，只需列出单流体方程组。考虑绝热过程

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 (4.34)

ρ
du
dt = −v2s∇ρ+ J ×B (4.35)

∇×E = −∂B

∂t
(4.36)

∇×B = µ0J (4.37)

E + u×B = 0 (4.38)

其中声速 v2s = γp/ρ。考虑偏离平衡的小扰动

Q(r, t) = Q0 +Q1(r, t) (4.39)

下标 0 表示该物理量的平衡值，下标 1 表示小振幅的扰动量，代入方程组，略去二阶小量，得到

∂ρ1
∂t

+ ρ0∇ · u1 = 0 (4.40)

ρ0
du1

dt = −v2s∇ρ1 + J1 ×B0 (4.41)

∇(∇ ·E1)−∇2E1 = −µ0
∂J1

∂t
(4.42)

E1 + u1 ×B0 = 0 (4.43)

对上述方程组进行 Fourier 展开，得到

− iωρ1 + iρ0k · u1 = 0 (4.44)

− iωρ0u1 = −iv2sρ1k + J1 ×B0 (4.45)

− k(k ·E1) + k2E1 = iµ0ωJ1 (4.46)

E1 + u1 ×B0 = 0 (4.47)
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消去 E1,J1, ρ1 得

ω2u1 = v2sk(k · u1) +
1

µ0ρ0

{
k2 [B0 × (u1 ×B0)]− (B0 × k) [k · (u1 ×B)]

}
(4.48)

令 k = kêk，整理得

(v2p − v2A)u1 = v2s êk(êk · u1)− v2A
{
k2 [êz × (u1 × êz)] + (êz × êk) [u1 · (êz × êk)]

}
(4.49)

其中 vp = ω/k 是磁流体力学波的相速度，vA =
√

B2
0/µ0ρ0 是阿尔芬速度。由于均匀恒定外磁场 B0 沿 z 轴，

不失一般性可设波矢 k 位于 y − z 平面，若 B0 与 k 的夹角为 θ，则êk = sin θêy + cos θêz

êz × êk = − sin θêx

(4.50)

方程 (4.49) 可写成分量形式 
(v2p − v2A cos2 θ)u1x = 0

(v2p − v2A − v2s sin2 θ)u1y − v2s sin θ cos θu1z = 0

−v2s sin θ cos θu1y + (v2p − v2s cos θ)u1z = 0

(4.51)

方程组有非平庸解的条件是系数行列式为零，即∣∣∣∣∣∣∣
v2p − v2A cos2 θ 0 0

0 v2p − v2A − v2s sin2 θ −v2s sin θ cos θ
0 −v2s sin θ cos θ v2p − v2s cos2 θ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (4.52)

该方程有 3 个解，分别为

v2p = v2pA = v2A cos2 θ v2p = v2p± =
1

2
(v2s + v2A)

[
1±

√
1− 4v2sv

2
A cos2 θ

(v2s + v2A)
2

]
(4.53)

下面分两种情况讨论这三个解。

y

z

x

k

θ

B0

• 斜阿尔芬波

vpA =
ω

k
= ±vA cos θ (4.54)

vgA =
dω
dk = ±vA cos θ (4.55)

其中 vA =
√

B2
0/µ0ρ0 是阿尔芬速度。斜阿尔芬波的相速度与声速无关，即与等离子体热压强无关。相

速度与群速度相等，阿尔芬波是无色散的。速度分量为

u1x ̸= 0 u1y = 0 u1z = 0

扰动速度矢量垂直于波的传播方向，故斜阿尔芬波是横波。
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(1) k // B0，θ = 0（沿磁感线方向传播的波），相速度 vp = vA，称为阿尔芬波。

(2) k ⊥ B0，θ = π/2（垂直于磁感线方向传播的波），相速度为零，无法传播。

• 磁声波

v2p± =
1

2
(v2s + v2A)

[
1±

√
1− 4v2sv

2
A cos2 θ

(v2s + v2A)
2

]
(4.56)

其中 vs =
√

γp/ρ 是声速，vA =
√

B2
0/µ0ρ0 是阿尔芬速度。在这两个模式的波中，磁张力和等离子体热

压强同时起作用，称它们为磁声波。速度分量为

u1x = 0 u1y ̸= 0 u1z ̸= 0

一般情况下，它们既不是横波，也不是纵波。若

v2sv
2
A cos2 θ

(v2s + v2A)
2
≪ 1 (4.57)

即 cos θ ≪ 1 或 vs ≪ vA 或 vA ≪ vs，则可以得到两个近似解

v2p± ≈ 1

2
(v2s + v2A)

{
1±

[
1− 2v2sv

2
A cos2 θ

(v2s + v2A)
2

]}
⇒

快波 v2p+ ≈ v2s + v2A

慢波 v2p− ≈
(

v2
sv

2
A

v2
s+v2

A

)
cos2 θ

(4.58)

显然 vp− ≪ vp+，且有 vp− < vpA < vp+。

y

z
k

快波

阿尔芬波
慢波

√
v2s + v2A

vs
vA

vA < vs

y

z
k

快波
阿尔芬波慢波

√
v2s + v2A

vA
vs

vs < vA

以下讨论几种特殊情况：

(1) k // B0，θ = 0（沿磁感线方向传播的波）

– 当 vs > vA 时，vpA = vA，vp+ = vs，vp− = vA

– 当 vs < vA 时，vpA = vA，vp+ = vA，vp− = vs

(2) k ⊥ B0，θ = π/2（垂直于磁感线方向传播的波）

vp+ =
√

v2s + v2A vpA = vp− = 0 (4.59)

这时，原来的慢波和中间波模式消失，只剩下一支原来的快波，此波称为磁声波。
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4.3.4 阿尔芬波和磁声波的直观物理图像

分析磁场在波运动过程中所起的作用。由

∇×E = −∂B

∂t
(4.60)

E + u×B = 0 (4.61)

得到
∂B1

∂t
= ∇× (u1 ×B0) (4.62)

由于 B1,u1 的形式为 exp[i(k · r − ωt)]，上式可写成

B1 = B0

(
k

ω
· u1

)
− u1

(
k

ω
·B0

)
(4.63)

即

B1 =


k

ω
u1B0 k ⊥ B0, k // u1 磁声波 (纵波)

0 k // B0, k // u1 声波 (纵波)

− k

ω
B0u1 k // B0, k ⊥ u1 阿尔芬波 (横波)

(4.64)

1. 垂直于磁感线传播的磁声波 (纵波)，由于 B1 // B0，将引起磁感线的疏密变化。于是各地的磁压强

也随时间变化，此时除了压缩而引起的热压力恢复力外，磁压强引起的恢复力也起作用，因此磁声

波的相速度大于普通声速。

2. 沿着磁感线传播的阿尔芬波 (横波)，由于 B1 ⊥ B0，此时磁感线不再平直，而变为弯曲的。由于磁

感线有张力，于是这个张力起着弹性恢复力的作用，使流体元在平衡位置附近振动，从而产生沿磁

感线方向传播的波。

值得注意的是，在实际的等离子体中，由于恢复力的复杂性，声波、斜阿尔芬波、磁声波总是同时存在的。

4.4 非磁化等离子体中的波

4.4.1 等离子体振荡与朗缪尔波

如果等离子体受到扰动，电子以特征频率在均匀的离子本底中振荡，这个特征频率被认为是等离子体频

率

ωpe =

√
n0e2

ε0me

(4.65)

假设离子质量无穷大，即它们根本不动，只在空间形成均匀的背景，密度为 n0。同时忽略磁场，并称这样的

等离子体为非磁化等离子体。这时我们只需四个方程：连续性方程、运动方程、Poisson 方程、状态方程，即

∂ne

∂t
+∇ · (neue) = 0 (4.66)

neme

[
∂ue

∂t
+ (ue · ∇)ue

]
= −eneE −∇pe (4.67)
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∇ ·E =
e

ε0
(ni − ne) (4.68)

pen
−γ
e = const (4.69)

假设扰动前等离子体是静止的，将扰动后物理量写成平衡值和扰动部分之和 Q = Q0 + Q1。我们考虑朗缪尔

长波，可以认为波动过程是绝热的，这相当于要求波相速度远大于电子的热速度，即 ω/k ≫ vthe 或 kλD ≪ 1

（λD = vthe/
√
2ωpe 为电子的 Debye 长度）。另外，假定碰撞频率远小于扰动频率，则在 x 方向上的波的能量

不会被分配到另外两个方向上，所以在波的传播方向上可以看成是一维问题，γe = (2 +N)/N = 3。

∂n1

∂t
+ n0

∂u1

∂x
= 0 (4.70)

n0me
∂u1

∂t
= −eneE1 − γekBTe

∂n1

∂x
(4.71)

∂E1

∂x
= − e

ε0
n1 (4.72)

整理得

ω2 =
n0e

2

ε0me

+ γek
2 kBTe

me

= ω2
pe +

γe
2
k2v2the = ω2

pe

(
1 + γek

2λ2
D

)
(4.73)

其中

ωpe =

√
n0e2

ε0me

vthe =

√
2kBTe

me

(4.74)

• 对于冷等离子体，kBTe = 0，色散关系为

ω = ωpe =

√
n0e2

ε0me

(4.75)

在某种程度上，这种振荡很难被认为是一种“正常”的波，因为它不能传播能量或信息。

1. 对所有的波矢 k，ω = ωpe

2. 相速度 vp 可以取任何值

3. 群速度 vg = 0

• 对于热等离子体，色散关系

ω2 = ω2
pe +

3

2
k2v2the (4.76)

显然，当 ω > ωpe 时，朗缪尔波才能传播。群速度为

vg =
dω
dk =

3√
2
(kλD)vthe (4.77)

故总有 vg < vthe < vp。对于长波极限，kλD ≪ 1，群速度远小于电子的热速度。当波的频率增加到电子

振荡频率的两倍时，kλDe ≈ 1，即波进入短波区，这时有 ω2 ≈ k2v2the，波的相速度与电子的热速度很接

近，波与粒子发生强烈的相互作用，这时流体理论不再成立。由等离子体动理论知，对于平衡分布是麦

克斯韦分布的等离子体，短波朗缪尔波是强阻尼的。朗缪尔波的传播频率宽度量级为 ∆ω ≈ ωpe。
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4.4.2 离子等离子体波

上一节我们讨论了不含离子效应的高频波，这一节我们来讨论低频波。由于离子的运动，电子也要随着离

子一起运动，以保持等离子体的电中性。因此，要完全描述这些波需要涉及到电子和离子的运动行为，所需的

方程为：离子和电子的连续性方程、运动方程、Poisson 方程、状态方程（认为过程是绝热的），即

∂ne

∂t
+∇ · (neue) = 0 (4.78)

∂ni

∂t
+∇ · (niui) = 0 (4.79)

n0me
due

dt +∇pe = −en0E (4.80)

n0mi
dui

dt +∇pi = en0E (4.81)

∇ ·E =
e(ni − ne)

ε0
(4.82)

pen
−γe
e = const ⇒ ∇pe = γekBTe∇ne (4.83)

pin
−γi

i = const ⇒ ∇pi = γikBTi∇ni (4.84)

设变量只在 x 方向发生变化，忽略电子惯性项，将方程组线性化，得到

ω2

k2
=

γikBTi

mi

+
γekBTe

mi(1 + γek2λ2
De)

(4.85)

• 当 k2λ2
De = (2πλDe/λ)

2 ≪ 1，即长波近似条件下，得到离子声波的色散关系

ω2

k2
=

γikBTi

mi

+
γekBTe

mi

(4.86)

定义离子声速

vs =

√
γikBTi

mi

+
γekBTe

mi

(4.87)

于是色散关系可表示为 ω2 = k2v2s。从表达式可以看出，在等离子体中驱动离子声波有两种力：离子的

热压力和电荷分离的静电力。当等离子体离子受到低频扰动而形成稠密和稀疏的区域时，一方面由于离

子的热运动使离子扩散，这对应于 vs 式的第一项，这一项与中性气体驱动力是类似的：

cs =

√
γp0
ρ0

=

√
γkBT

mi

(4.88)

与中性气体中的声波相比，我们发现当气体温度趋于零时，中性气体中声波是不存在的；而当等离子体

温度为零时，离子声波仍然存在。考虑到对于低频波，电子的压缩过程是等温的，取 γe = 1，这时离子

声速为

vs =

√
kBTe

mi

(4.89)

另一方面，从电子和离子运动方程可以看出，声速中的第二项是由电场力引起，当等离子体出现扰动，电

子运动较快，某一区域会出现离子过剩，而离子的过剩会产生电场，这个电场又受到周围电子的屏蔽，然

而这个屏蔽效应是不完全的，这个电场作用在离子上使离子由稠密区向稀疏区运动。值得注意的是：从

电子的运动方程可以看出，这个过程中所产生的电场与电子的热压力是平衡的，所以，这里的离子波叫

声波，而非静电波。一般的试验条件下，德拜长度非常小，所以对于波长远大于德拜长度的低频波，等

离子体会出现离子声波。
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• 当 k2λ2
De = (2πλDe/λ)

2 ≫ 1，即短波近似条件下，得到的色散关系

ω2

k2
=

γikBTi

mi

+
kBTe

miλ2
De

= ω2
pi +

1

2
k2γ2

i v
2
thi (4.90)

这就是在短波近似条件下离子静电波的色散关系，和长波近似条件下电子静电波的色散关系形式一样

ω2 = ω2
pe +

1

2
k2γev

2
the (4.91)

kλD

ω

ωpi

ωpe

朗缪尔波

离子等离子体波

长波 短波

斜率 vs

斜率
√

3
2
vthe

4.4.3 电磁波

在非磁化均匀等离子体中，除了上述两支静电波外，还存在一支高频电磁波。这时等离子体中除了扰动

电场 E1 外还有扰动磁场 B1，它们通过电磁感应的方式在等离子体中传播，并且可以脱离等离子体而传播开

去。电磁波是横波，传播方向 k 与 E1 和 B1 垂直。描述非磁化等离子体中高频电磁波的线性方程组为

∇×E1 = −∂B1

∂t
(4.92)

∇×B1 =
1

c2
∂E1

∂t
+ µ0J1 (4.93)

men0
∂ue1

∂t
= −∇pe1 − en0E1 (4.94)

J1 = −en0ue1 (4.95)

将 Eq.(4.93) 两边对 t 求导，方程左边

∂

∂t
(∇×B1) = ∇× ∂B1

∂t
= −∇× (∇×E1) (4.96)

方程右边
1

c2
∂2E1

∂t2
+ µ0

∂J1

∂t
=

1

c2
∂2E1

∂t2
− en0µ0

ue1

∂t
=

1

c2
∂2E1

∂t2
+

µ0e

me

(∇pe1 + en0E1) (4.97)

即

−∇× (∇×E1)−
1

c2
∂2E1

∂t2
=

µ0e
2n0

me

E1 (4.98)

取扰动量为平面波形式 exp[i(k · r − ωt)]，我们得到

(ω2 − k2c2 − ω2
pe)E1 = 0 (4.99)

于是

ω2 = k2c2 + ω2
pe (4.100)
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其中

ωpe =

√
n0e2

ε0me

(4.101)

电磁波的相速度和群速度

vp =
ω

k
=

√
c2 +

ω2
pe

k2
> c vg =

dω
dk =

c2

vp
< c (4.102)

即电磁波的相速度大于光速，群速度小于光速。

电磁波色散关系的一个重要特点是它的截止现象。当一束频率为 ω 的电磁波由真空入射到由边缘向里密

度不断增加的非均匀等离子体时，随着波向里传播，ωpe 不断增大，则 k2 越来越小，波长越来越长；深入到

等离子体一定深度时，有 ω = ωpe，k = 0；继续深入 ωpe > ω，k 变为虚数，波不能传播，这就是电磁波在等

离子体中的截止现象，有

k =
i

c

√
ω2
pe − ω2 = iα (4.103)

则

E(x, t) = E0e
i(kx−ωt) = E0e

−αxe−iωt (4.104)

趋肤深度

δ =
1

α
=

c√
ω2
pe − ω2

(4.105)

截止现象的物理图像：

• 频率为 ω 的电磁波传入等离子体，其电矢量会在等离子体中激发频率为 ωpe 的等离子体振荡，消耗一部

分能量；剩下的能量才能继续传播。如果其能量都被等离子体振荡吸收，即 ω < ωpe，就无法在等离子

体中传播，将会被反射；

• 用微观图像解释，就是一个频率为 ω 的光子射入等离子体，要先激发一个频率为 ωpe 的“等离子体激元”，

然后其余下的能量才能继续传播。如果这个光子的能量不足以激发一个激元，就会被反射。

4.5 磁化等离子体中的静电波

在这一节中，我们要考虑零级未扰动磁场 B0。为了方便起见，我们可以区分出六种不同的情况：

• 零级磁场相对于波矢的方向

– 平行传播的波：k ×B0 = 0

– 垂直传播的波：k ·B0 = 0

• 波动电场相对于波矢的方向

– 纵波：k ×E1 = 0

– 横波：k ·E1 = 0

• 是否有扰动磁场

– 静电波，没有扰动磁场 B1 = 0

– 电磁波，具有不为零的扰动磁场 B1 ̸= 0
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4.5.1 高混杂静电振荡和高混杂波 (静电电子波)

首先考虑均匀无界磁化冷等离子体中垂直于磁场的高频静电振荡，由于离子质量大，对高频振荡不能响

应，离子形成一个密度为 n0，带正电的均匀流体背景，由如下方程组描述

∂ne

∂t
+∇ · (neue) = 0 (4.106)

mene

(
∂ue

∂t
+ ue · ∇ue

)
+ ene(E + ue ×B) = 0 (4.107)

∇ ·E =
e(n0 − ne)

ε0
(4.108)

线性化后得到
∂ne1

∂t
+ n0∇ · ue1 = 0 (4.109)

me
∂ue1

∂t
+ e(E1 + ue1 ×B0) = 0 (4.110)

∇ ·E = − e

ε0
ne1 (4.111)

得到色散关系

ω2 = ω2
pe + ω2

ce = ω2
h (4.112)

其中 ωce = eB0/me 为电子回旋频率，ωh 为高混杂频率。忽略电子热运动，群速度为零，高频静电振荡不传

播。

下面研究电子热运动对高混杂振荡对影响，只需要在线性化运动方程中增加电子热压力项即可，于是运

动方程修改为

mene

(
∂ue

∂t
+ ue · ∇ue

)
+ ene(E + ue ×B) +∇pe = 0 (4.113)

其中 pe = γnTe(状态方程)，对于二维情况，γ = 2，容易得到高混杂波的色散关系

ω2 = ω2
pe + ω2

ce + k2v2th = ω2
h + k2v2th (4.114)

驱动高混杂波的有三个恢复力：静电力、洛伦兹力和电子热压力。显然群速度不为零，高混杂波是垂直于磁场

的静电振荡通过电子热运动而传播的。

4.5.2 低混杂振荡和低混杂波 (静电离子波)

对于静电波 (k ×E1 = 0,B1 = 0)，麦克斯韦方程中只需要 Poisson 方程

∂ne1

∂t
+ n0∇ · ue1 = 0 (4.115)

men0
∂ue1

∂t
+ γTe∇ne1 + en0(E1 + ue1 ×B0) = 0 (4.116)

∂ni1

∂t
+ n0∇ · ui1 = 0 (4.117)

min0
∂ui1

∂t
+ γTi∇ni1 − en0(E1 + ui1 ×B0) = 0 (4.118)

不失一般性，假设

k = k(sin θ, 0, cos θ) (4.119)
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假设 B0 = B0êz，θ 是 k 和 B0 之间的夹角。静电离子波的色散关系由下式给出

1− k2v2s
ω2

+
ωci

ω
tan2 θ

{[
ω

ωce

tan2 θ − ωce

ω

(
1− ω2

ω2
ce

)]−1

−
[
ω

ωci

tan2 θ − ωci

ω

(
1− ω2

ω2
ci

)]−1
}

= 0 (4.120)

其中 ωce 为电子回旋频率，ωci 为离子回旋频率，vs 为离子声速

ωce =
eB

me

ωci =
eB

mi

vs =

√
γikBTi

mi

+
γekBTe

mi

在长波近似下，考虑一些特殊情况：

1. 平行磁场传播的静电离子波 (θ → 0)，则 k = kz

• 若 ω2 ̸= ω2
ce 和 ω2

ci，则方程化为

1− k2v2s
ω2

= 0 (4.121)

即 ω = ±kzvs，正好是离子声波，磁场对于平行传播的波没有影响。

• 若 ω2 = ω2
ce 或 ω2

ci，平行传播分母趋于 0，首先取极限 ω → ωci，我们得到离子回旋波的色散关系

1− k2v2s
ω2

− 1

1− cot2 θ(1− ω2/ω2
ci)

= 0 (4.122)

同样当 ω → ωce 时，得到电子回旋波的色散关系

1− k2v2s
ω2

− me/mi

1− cot2 θ(1− ω2/ω2
ce)

= 0 (4.123)

2. 垂直磁场传播的静电离子波 (θ → π/2)

1− k2v2s
ω2

+
ωciωce

ω2
− ω2

ci

ω2
= 0 (4.124)

显然最后一项比第三项小得多，可以忽略，这样我们得到低混杂波的色散关系

ω2 = k2v2s + |ωciωce| ω2 = 0 (4.125)

低混杂频率是极光区离子加热的重要参数。

3. 近似垂直磁场传播的静电离子波 (1 ≫ kz/kx ≫
√

me/mi)

ω2 = k2v2s + ω2
ci (4.126)

即静电离子回旋波 (EIC 波) 的色散关系。

4.6 磁化等离子体中的高频电磁波

为了简单起见，可以略去离子的运动，并设等离子体是冷的，即 Te = Ti = 0，描述高频电磁波的线性化

方程组为

men0
∂uei

∂t
+ en0(E1 + ue1 ×B0) = 0 (4.127)

∇×E1 = −∂B1

∂t
(4.128)

∇×B1 = µ0J1 +
1

c2
∂E1

∂t
(4.129)

J1 = −en0ue1 (4.130)
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4.6.1 垂直于磁场传播的高频电磁波

• 寻常波 E1 // B0，只需考虑 B0 方向的运动分量，寻常波色散关系为

ω2 = k2c2 + ω2
pe (4.131)

• 非寻常波 E1 ⊥ B0，电子运动将受到 B0 的影响。不失一般性，假设波矢 k 沿 x 方向，则

E1 = Exêx + Eyêy (4.132)

ue1 = uxêx + uyêy (4.133)

得到方程组

− iωmeuex + eEx + eueyB0 = 0 (4.134)

− iωmeuey + eEy − euexB0 = 0 (4.135)

− ωBz + kEy = 0 (4.136)

µ0en0uey +
iω

c2
Ey − ikBz = 0 (4.137)

µ0en0uex +
iω

c2
Ex = 0 (4.138)

从上述方程组得到色散方程 ∣∣∣∣∣1−
ω2

ω2
pe

iωce

ωω2
pe
(k2c2 − ω2)

iωceω
ω2

pe
1 + c2k2

ω2
pe

− ω2

ω2
pe

∣∣∣∣∣ = 0 (4.139)

利用折射率，可将方程写成

n2 =
c2k2

ω2
= 1−

ω2
pe

ω2

ω2 − ω2
pe

ω2 − ω2
h

(4.140)

其中 ωh 为上杂化频率，ω2
h = ω2

pe + ω2
ce。非寻常波是由部分横波和部分纵波构成的电磁波，它是椭圆偏

振波。

– 当折射率为零时，即波长变为无穷大时，在等离子体中出现截止，波被反射。显然在 ω = ωpe 处发

生截止。

– 当折射率变为无穷大时，即波长为零时，等离子体中发生共振，波被吸收。共振发生在等离子体中

满足下列条件的点

ω2 = ω2
h = ω2

pe + ω2
ce (4.141)

在给定的波接近于共振点时，其相速度和群速度都趋于零，波能量转化为上杂化振荡。

一般来说，在截止点和共振点，波不能传播。

4.6.2 平行于磁场传播的高频电磁波

令 B0 = B0êz，k // B0，扰动电场 E1 具有横向分量

E1 = Exêx + Eyêy (4.142)

ue1 = uexêx + ueyêy (4.143)
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可以写出方程组

− iωmeuex + eEx + eueyB0 = 0 (4.144)

− iωmeuey + eEy − euexB0 = 0 (4.145)(
ω2 − k2c2

)
Ex =

ien0ω

ε0
uex (4.146)(

ω2 − k2c2
)
Ey =

ien0ω

ε0
uey (4.147)

得到平行于磁场传播的回旋波的色散关系

n2 =
k2c2

ω2
= 1−

ω2
pe

ω2(1± ωce/ω)
(4.148)

• 右旋圆偏振波 (R 波)

n2 =
k2c2

ω2
= 1−

ω2
pe

ω2(1− ωce/ω)
(4.149)

R 波的电场矢量旋转方向与电子回旋方向相同。当 ω → ωce 时，R 波的折射率趋于无穷，R 波出现共

振，称为电子回旋共振。由于这时电场矢量旋转频率与电子回旋频率近似相等，电场能有效地不断加速

电子，波能量转化为电子的动能。波的这种共振机制提供了加热等离子体的一条途径。另外，R 波还存

在截止点，即

1−
ω2
pe

ω2(1− ωce/ω)
= 0 (4.150)

得到 R 波的截止频率

ωR =
ωce

2
+

√
ω2
pe +

ω2
ce

4
(4.151)

• 左旋圆偏振波 (L 波)

n2 =
k2c2

ω2
= 1−

ω2
pe

ω2(1 + ωce/ω)
(4.152)

L 波的电场矢量旋转方向与电子回旋方向相反，L 波不能与电子发生共振。L 波在 ω = ωci 处发生离子

回旋共振。因为 L 波的电场矢量旋转方向与离子旋转方向相同，当它们频率接近的时候，离子受到场的

加速，并不断吸收电场能量。L 波同样存在截止点，即

1−
ω2
pe

ω2(1 + ωce/ω)
= 0 (4.153)

得到 L 波的截止频率

ωL = −ωce

2
+

√
ω2
pe +

ω2
ce

4
(4.154)

ωR

ωL

ω/k = c

ωce

ωpe

R

L

R

ωL > ωce

ω

k k

ω

ωL < ωce

ωR

ωL

ω/k = c

ωce

ωpe

R

L
R

电子回旋波

哨声波
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如图所示，L 波在低频时有一个截止带，它的行为与 O 波相似。R 波在 ωR 与 ωce 之间有一个截止带；但存

在第二个传播带，其频率低于 ωce，这个低频区域称为哨声波 (whistler)，对研究电离层现象非常重要。

4.7 总结

静电波 B1 = 0

电子

k // B0 或 B0 = 0 朗缪尔波 ω2 = ω2
pe +

3
2
k2v2the

k ⊥ B0

高混杂振荡 ω2 = ω2
pe + ω2

c = ω2
h

高混杂波 ω2 = ω2
pe + ω2

c + k2v2the = ω2
h + k2v2the

离子

k // B0 或 B0 = 0 离子声波 ω2 = k2v2s

k ⊥ B0 (nearly) 静电离子回旋波 ω2 = ω2
ci + k2v2s

k ⊥ B0 (exactly) 低混杂振荡 ω2 = k2v2s + |ωciωce|, ω2 = 0

电磁波 B1 ̸= 0

电子

B0 = 0 光 ω2 = ω2
pe + k2c2

k ⊥ B0,E1 // B0 O 波 c2k2

ω2 = 1− ω2
pe

ω2

k ⊥ B0,E1 ⊥ B0 X 波 c2k2

ω2 = 1− ω2
pe

ω2

ω2−ω2
pe

ω2−ω2
h

k // B0 (右旋) R 波 c2k2

ω2 = 1− ω2
pe/ω

2

1−ωc/ω

k // B0 (左旋) L 波 c2k2

ω2 = 1− ω2
pe/ω

2

1+ωc/ω

离子

B0 = 0 None
k // B0 阿尔芬波 ω2 = k2v2A

k ⊥ B0 电磁波 ω2 = ω2
pe + k2c2

4.8 习题及参考答案

1. 什么是波的相速度和群速度？写出表达式。

• 相速度是相位的传播速度

vp =
ω

k
(4.155)

• 群速度是波包的传播速度

vg =
dω
dk (4.156)

2. 阿尔芬波具有什么特点？从相速度表达式能否看其是如何产生的？

阿尔芬波是横波，其速度远小于光速，且不随波的频率而变化。

vA =

√
B2

0

µ0ρ

比较中性气体声速与阿尔芬波速度可以发现，B2
0/µ0 相当于应力 p，而 B2

0/µ0 恰恰就是磁张力。所

以阿尔芬波是由磁张力引起的沿着磁感线传播的波。

3. 推导非磁化等离子体中电磁波色散关系，并描述截止现象。

电磁波是横波，有 k ·E1 = 0，k ·B1 = 0。描述非磁化等离子体中高频电磁波的线性方程组为

∇×E1 = −∂B1

∂t

∇×B1 =
1

c2
∂E1

∂t
+ µ0J1
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men0
∂ue1

∂t
= −∇pe1 − en0E1

J1 = −en0ue1

化简得到

−∇× (∇×E1)−
1

c2
∂2E1

∂t2
=

µ0e
2n0

me

E1

取扰动量为平面波形式 exp[i(k · r − ωt)]，我们得到

(ω2 − k2c2 − ω2
pe)E1 = 0

故电磁波色散关系为

ω2 = k2c2 + ω2
pe

其中

ωpe =

√
n0e2

ε0me

当一束频率为 ω 的电磁波由真空入射到由边缘向里密度不断增加的非均匀等离子体时，随着波向里

传播，ωpe 不断增大，则 k2 越来越小；深入到等离子体一定深度时，有 ω = ωpe，k = 0；继续深入，

则 ωpe > ω，k 变为虚数，波不能传播。这就是电磁波在等离子体中的截止现象。

4. 等离子体频率是波的截止频率，还是共振频率？

等离子体频率是电磁波的截止频率，也是高频静电振荡的共振频率。截止与共振必须与波的模式相

关。

5. 试证明，Ti = 0 时，线性化的双流体方程所预言的离子声波频率为

ω = kvs
(
1 + γek

2λ2
De

)−1/2 (4.157)

证明：需要使用的方程有
∂ne

∂t
+∇ · (neue) = 0 (4.158)

∂ni

∂t
+∇ · (niui) = 0 (4.159)

neme
∂ue

∂t
+∇pe = −eneE (4.160)

nimi
∂ui

∂t
+∇pe = eniE (4.161)

∇ ·E =
e(ni − ne)

ε0
(4.162)

考虑绝热过程

pen
−γ
e = const ⇒ ∇pe = γekBTe∇ne (4.163)

pin
−γ
i = const ⇒ ∇pi = γekBTi∇ni (4.164)

讲变量写成 Q = Q0 +Q1 的形式，设扰动前场是静止的，即

ue0 = 0 ui0 = 0 ne0 = ni0 = n0 E0 = 0

ue = ue1 ui = ui1 ne = ne0 + ne1 ni = ni0 + ni1 E = E1
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考虑一维情况，由于电子质量小，忽略电子惯性项，略去二阶小量，得

∂ni1

∂t
+ n0

∂ui1

∂x
= 0 (4.165)

γekBTe
∂ne1

∂x
+ en0E1 = 0 (4.166)

n0mi
∂ui1

∂t
+ γikBTe

∂ni1

∂x
− en0E1 = 0 (4.167)

∂E1

∂x
=

e(ni1 − ne1)

ε0
(4.168)

设小扰动为简谐波形式 exp[i(kx− ωt)]，即

− iωni1 + ikn0ui1 = 0 (4.169)

ikγekBTene1 + en0E1 = 0 (4.170)

− iωn0miui1 + ikγikBTeni1 − en0E1 = 0 (4.171)

ikE1 =
e(ni1 − ne1)

ε0
(4.172)

整理得
ω2

k2
=

γikBTi

mi

+
γekBTe

mi(1 + γek2λ2
De)

(4.173)

当 Ti = 0 时，
ω2

k2
=

γekBTe

mi(1 + γek2λ2
De)

(4.174)

即

ω = kvs
(
1 + γek

2λ2
De

)− 1
2 (4.175)
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